ELEMENTI FINITI

1.1 Considerazioni generali

Gli Elementi Finiti sono umimetodo numericoassai versatile per la
soluzione approssimata di equazioni in genere réifigali. Con gl
Elementi Finiti si possono risolvere problemi persempio di
fluidodinamica, problemi termici, elettrici, magreet Ci si limita in questo
testo a considerare soltanfwoblemi strutturali , nei quali cioé gli
Elementi Finiti vengono impiegati per analizzare tensioni e le
deformazioni in componenti meccanici.

Prevedere con rapidita, semplicita, ed economi@itleformata in un
organo meccanico e le zone maggiormente tensieeataa dover ricorrere
a costosi prototipi o a complicati modelli analitié stato da sempre il
sogno del progettista meccanico. Egualmente uidalta poi poter
effettuare una analisi di sensibilita della stridta variazioni di geometria
e di costanti elastiche del materiale, perché imstgu modo si puo
migliorare il comportamento meccanico dell'organecaanico, fino ad
ottimizzarlo. Per esempio, risulta utile prevedeme® una biella
automobilistica come variano le tensioni modificandaggi di raccordo
nella zona di passaggio tra piede di biella e fusppure come cambiano
in una protesi d'anca le pressioni di contattcaalave del gioco iniziale tra
sfera sostitutiva della testa del femore e cavita a accoglie, oppure
modificando la scelta dei materiali impiegati.

Per stimare tensioni e deformazioni sono stateigpdte, soprattutto
nell'ultimo secolo, varie tecniche analitiche ch&®vano raggruppate nei
testi di teoria dell'elasticita, alcune delle quaknno saputo fornito
affascinanti risultati esatti, applicabili soltanp@ro a geometrie ancora
abbastanza semplici. Per esempio, si sono ottesnltezioni analitiche
esatte di tensioni e frecce in dischi caricati dezd radiali concentrate
antipodali, in problemi di contatto tra un semimadeformabile ed un
indentatore rettangolare rigido, in recipienti ipessore sferici, ed in
piastre circolari caricate e supportate assialsitmoaenente. Non risulta
per il momento possibile ottenere soluzioni esdéio stato tensionale e
deformativo in geometrie complesse soggette a doatpl condizioni al
contorno, quali quelle incontrate nel corpo di poanpa ad ingranaggi, in
una biella automobilistica, o nello stelo di unatpsi d'anca.

Le tecniche sperimentali maggiormente impiegate osola
fotoelasticita e I'estensimetria. La fotoelasticisdffre del fatto di
richiedere lunghi tempi sia di esecuzione che dbetazione dei dati,
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spesso non conciliabili con la necessita dell'ltdaus di ottenere
informazione tecnica in tempi ristrettissimi. Gktensimetri forniscono
indicazioni veramente interessanti soltanto se essigono applicati
esattamente nei punti di massimo tensionale, ire@emizialmente non
noti.

Gli Elementi Finiti costituiscono una valida altativa numerica agli
approcci analitici e sperimentali. Essi non foroisgc quasi mai una
soluzione esatta, ma possono descrivere geometriepli e materiali
anche molto complessi.

In questo testo ci si prefigge uno scopo limitgtegllo di fornire una
succinta introduzione, piu su basi fisiche che matehe, della tecnica
numerica degli Elementi Finiti.

1.2 Presentazione riassuntiva

Si intende in questo Paragrafo riassumere gli aspeberali della
tecnica numerica degli Elementi Finiti, in modo fdanire allo studente
una visione generale della teoria, preparandold eos una migliore
comprensione del dettaglio teorico, presentatd’aeagrafi seguenti.

Si pensi ad una struttura continua schematizzabibee piana, quale
un dente di un ingranaggio, caricato da una foareeentratd® che simula
I'ingranamento del dente, Figura 1.2.1 (a) . Siceotra |'attenzione sul
dente e sulla zona di incastro tra dente e ruotdatie e non su tutta la
ruota dentata, dato che il corpo della ruota résatittocaricato rispetto al
dente stesso. Il dente viene supposto incastratorpb della ruota dentata.

La risoluzione analitica delle tensioni e deformeatinel dente deve
passare attraverso la soluzione delle equazioferdiiziali di equilibrio.
Siccome il calcolatore tratta essenzialmente numeenon funzioni, e
conveniente discretizzare il dente, e cioe sostital dente una struttura
discontinua, formata per esempio da tante astesickellegano in punti
detti nodi, come in una struttura reticolare, ypotdi struttura impiegata
per esempio nei pilastri a traliccio dell'alta teng elettrica e nelle gru,
Figura 1.2.1 (b) . Il calcolatore risolve con relatfacilita una struttura
reticolare, dato che le equazioni che la descriveowwo per esempio le
equazioni di equilibrio nodali, che sono algebrieheon differenziali. Si e
infatti gia notato che il calcolatore puo trattatamneri e non funzioni, puo
cioe risolvere equazioni algebriche ma non equaziifferenziali. (Si
consideri pero la potenzialita sempre crescente ptegrammi detti
"manipolatori algebrici”, che riescono a trattaefjuazioni differenziali.)
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Figura 1.2.1

Occorre quindi sviluppare una opportuna teoria charisca la
regola da seguire nel discretizzare il dente, peg fn modo cioé che il
dente reticolare si comporti, quanto a tensioniaedeformazioni, quasi
come il dente iniziale continuo. Se si individuaesta regola, si riesce a
sostituire alla struttura iniziale continua, chealcolatore non puo trattare,
una struttura discretizzata, che il calcolatorelvis con relativa facilita.
Tale regola di discretizzazione dovra per esempmbinole, una volta
fissata la posizione delle aste della strutturecrditzzata (resa cioe
discontinua), quali sezioni dovranno avere le ast@odo che la struttura
discontinua simuli al meglio quella continua inleia

Una volta chiarito questo meccanismo di discreizaee, Si riesce a
costruire un sistema di equazioni algebriche chscriee la struttura,
formato, come ogni sistema di equazioni algebricla¢yettore dei termini
noti, dalla matrice dei coefficienti, e dalle incwig. In questo modello
strutturale reticolare, i termini noti possono esske forze, che sono in
genere note, pensate applicate ai nodi a cui cgower le varie aste,
mentre le incognite sono gli spostamenti nodali,lae matrice dei
coefficiente raggruppa coefficienti di influenza echpermettono di
rappresentare, per ogni riga del sistema di eqoazalgebriche,
I'equazione di equilibrio di forza nodale dellausra discretizzata, come
illustrato nel seguito. | coefficienti di influenzaranno calcolati
sviluppando una teoria che permetta di valutacarico assiale nelle varie
aste, in funzione degli spostamenti applicati dile estremita di ogni asta.

Ritornando al significato fisico delle varie equazi del sistema
algebrico, la prima equazione rappresenta l'equolidi forza nodale del
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nodo assunto come primo nodo, in direzione In altre parole, le
componenti lungx delle forze che le varie aste che convergono iedqr
nodo esercitano sul nodo stesso, devono equilitmazemponente lunge
dell'eventuale carico esterno applicato al primodmola seconda
equazione descrive l'equilibrio di forza nodale gi&no nodo in direzione
y . La terza equazione rappresenta l'equilibrioadzd nodale del nodo
assunto come secondo nodo, in direzone cosi via.

Cosi descritto, il problema strutturale e agli spo®nti, nel senso
chegli spostamenti costituiscono l'incognita primariadel problema, in
funzione dei quali vengono infatti descritte tutealtre grandezze, ed in
particolare le forze nelle aste. Le equazioni duidgrio nodale sono
quindi di fatto espresse in funzione degli spostameodali, ancora
incogniti, costituendo essi la variabile primaria.

Una volta calcolati gli spostamenti dei nodi trama risoluzione del
sistema algebrico che esprime l'equilibrio di fonzadale, da essi si
valutano le variazioni di lunghezza delle varie ease quindi le
deformazioni assiali delle aste stesse, da cualkiotano i carichi nelle
varie aste. Questa catena di calcoli e analogaedagunpiegabile in una
molla ad elica cilindrica per la quale, se la fiadce nota, la forza di
compressioné si deriva immediatamente moltiplicando la freqoea un
coefficiente di deformabilita noto dalla teorialdeholle:

Gd*

F=kf =
64 R’ n

f (1.2.1)

dove i simboli impiegati nella (1.2.1) sono qudkil Capitolo sulle molle.

La struttura reticolare e stata cosi completamentdta, in termini
sia di spostamenti che di carichi.

La discretizzazione di tipo reticolare ad aste atastjui introdotta
perché la sua semplicita la rende didatticameriteaek, ma in realta tale
modellazione non si dimostra adatta a descrivereoamponente strutturale
continuo. Infatti in un organo meccanico continumateriale che in realta
esiste tra le maglie del modello reticolare irrigag di molto la struttura,
funzione irrigidente non simulabile con un modeltb aste, e che non puo
essere ignorata. Occorre allora sviluppare unaatelodiscretizzazione piu
avanzata di quella reticolare, appunto la teorgliddementi Finiti, nella
quale il corpo continuo viene discretizzato non giithaverso semplici aste
monodimensionali, ma tramitdementi finiti bidimensionali, per esempio
di geometria triangolare, Figura 1.2.1 (c) , nei quali pero, a differenza
delle maglie di una struttura reticolare, I'effeitngidente del materiale
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interno ai lati del triangolo viene opportunameotssiderato tramite un
approccio energetico Nella discretizzazione ad aste, lo stato tensgona
nelle aste, siano esse tiranti o puntoni, € punéendi sforzo normale.
Nella discretizzazione a triangoli, lo stato tensie in ogni triangolo €
bidimensionale completo, potendo esistere in essaemsioni normal
orientate lungx edy, che tensioni taglianti . Risulta allora evideoke
un modello agli elementi finiti € molto piu aderendlla realtad di un
modello reticolare.

| tre vertici di ogni elemento finito triangolaradono su punti detti
nodi della struttura, ed in ogni nodo possono convergerersi elementi
finiti. Nel seguito si parlera indifferentemente tke vertici del triangolo,
oppure dei tre nodi del triangolo.

Queste note introduttive chiariscono i vari passtui la teoria degli
Elementi Finiti deve essere sviluppata.

Occorre innanzitutto discretizzare la strutturatocwa. Si parla di il/la
mesh meshatura, mesh-atura, discretizzazione.

Si parte daglispostamenti nodalj che vanno intesi come incognite
primarie, in funzione dei quali si calcoleranndéue altre grandezze, ed in
particolare le forze che gli elementi finiti triavlgri esercitano sui nodi.

Per valutare tali forze occorre calcolare, in fone degli spostamenti
nodali, ledeformazioni all'interno di ogni elemento finito (le deformazion
si ottengono differenziando gli spostamenti), moiensioni (impiegando
la legge di Hooke) ed infine, attraverso un appmenergetico, calcolare
dalle tensioni leforze che il singolo elemento esercita ai vertici.
Quest'ultimo passaggio € forse il piu complesso, m& essere
approssimativamente chiarito tramite ['analogia I'elemento finito
triangolare con una molla. Se di una molla si coada tensione tagliante
torsionale nella spira e la completa geometritadablla, si pud calcolare
la forza di compressiorfeé della molla stessa:

3
r:16P3Rtﬂ . p= md° T
rd 16 Ry

(1.2.2)

Similmente, se nell'elemento finito triangolare @noscono le
tensioni presenti al suo interno, si possono cafteole forze applicate ai
vertici del triangolo che generano tali tensioni.
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In un problema piano, ogni nodo possiede due gtiaierta, lungo
X e lungoy (siccome il nodo é puntiforme, non si considergrado di
liberta di rotazione, dato che non si riesce a ickemare la rotazione di un
punto), e siccome un triangolo ha tre vertici clnevano ai nodi della
struttura, esso possiede sei gradi di liberta,seelso che gli si possono
imporre sei spostamentji = 1,6 , due spostamenti, lunge@dy , per ogni
vertice. Similmente, le forze nodali applicabili agni vertice sono due,
lungox edy, per cui le forze applicabili ad un triangolo, civa vertici,
sono seiFj,i = 1,6 . L'analogo del coefficienkedella (1.2.1) & quindi una
matrice 66 , dettenatrice di rigidezza dell'elemento finita

Fl kll k12 k13 k14 k 15 k 1;
FZ tZl EZZ E23 t24 EZS t 26! 62
— 4 — 31 32 33 34 35 36,
Pkt = 1 ke keo Kas Kag Kas K od |5
I:5 k51 k52 k53 k54 k 55 k 56 65
\F6J _k61 k62 k63 k64 k 65 k 66l \661

~

(1.2.3)

L'elemento finito triangolare puo di conseguenzsess interpretato
come una specie di molla pluridimensionale, unaesuplla a sei
dimensioni, nel senso che sei spostamenti ai vei8t triangolo sono
collegati a sei forze ai vertici.

Se la struttura discretizzata € per esempio farmdat 120 nodi e da 110
elementi, i gradi di liberta dell'intera strutttsano 1202 = 240 (due gradi
di liberta per ogni nodo), e quindi taatrice di rigidezza della struttura

e una 240240 . | termini noti sono le 240 forzealpanentre le incognite
sono i 240 spostamenti nodali. Occorre che ognaaque del sistema di
240 equazioni algebriche esprima I'equilibrio, ralédivamente lungx e
lungoy , delle forze nodali. Questo avviene se i 66 =eBfnenti della
matrice di rigidezza di ognuno dei 110 elementitifisengono allocati
correttamente nella matrice di rigidezza 240240ad&tuttura. Tale regola
di allocazione si chiamassemblaggio(della matrice di rigidezza della
struttura a partire dalle matrici di rigidezza dedg¢menti).

Si ottiene cosi un sistema di equazioni algebrisingle a quello
della discretizzazione reticolare, dove i termiatirsono le forze applicate
ai nodi, che sono in genere conosciute, mentrend®gnite sono gli
spostamenti nodali (le incognite primarie), e dole matrice dei
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coefficienti, la matrice di rigidezza, raggruppaoefficienti di influenza, in
modo che ogni riga del sistema di equazioni algdlerirappresenti un
equilibrio di forza nodale.

Una volta calcolati gli spostamenti nodali (incagrprimarie) per tutti i
nodi della struttura, si valutano le tensioni alérno di ogni elemento
finito. Infatti le tensioni sono spesso piu intes@sti delle frecce nella
progettazione meccanica. Si procede similmenteaatguaccennato per la
discretizzazione ad aste. Si valutano le defornmazadi'interno di ogni
elemento, differenziando gli spostamenti. Si deteamo infine le tensioni
dalla legge di Hooke.

Si conclude questo Paragrafo con un'ultima ossemezSi nota che
alcune parti della teoria degli Elementi Finitvengono sviluppate a
livello di nodi, mentre altre parti sono ancorate @li elementi. Per
esempio, le equazioni di equilibrio sono nodali,nine le matrici di
rigidezza sono calcolate per gli elementi.

No one believes in experimental data except the man who takes them. But
everyone believes in the results of theoretical analysis except the man who
gets them.

Da un corso Luchsinger
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2 Teoria degli elementi finiti triangolari

Si considerano per semplicita soltanto elemeniti foimani triangolari
a tre nodi, in campo elastico lineare. Si seguéespbsizione lo schema
individuato nel Paragrafo 1.2 .

2.1 Il campo di spostamenti nell'elemento finito iangolare

Gli spostamenti applicabili ai tre vertici dell'slento finito
triangolare, che convergono ai tre nodi, sono dereogni nodo, lunga e
lungoy , e quindi complessivamente sono sei spostamedadln Il vettore
dei sei spostamenti nodali viene indicato con ,ntmee i singoli
spostamenti dei tre vertici (nodi) del triangolo,j , k, che vanno presi in
senso antiorario per ragioni ancorate al calcoltadea del triangolo, sono
indicati conuj, Vi, Uj,Vj, Uk, Vk, Figura 2.1.1 (a) :

6:<54> O =U;0,=V;03=Uj;0,4=Vj;05=U;06=V

(2.1.1)

| sei spostamenti nodali costituiscono le varigpilmarie, nel senso
che da esse vengono derivate tutte le altre integim particolare, si
derivano da essi le forze nodali, che servono pprimere le equazioni di
equilibrio, equazioni che quindi sono di fatto egse in funzione degli
spostamenti.

Per derivare le forze nodali dagli spostamenti, basta conoscere
gli spostamenti nodali, cioé gli spostamenti aiticerdei triangoli, ma
occorre anche conoscere il campo di spostamentitatho dei triangol
stessi. Infatti, come meglio si vedra nel Paragrai , le forze nodali
associate a particolari spostamenti nodali devadldisfare la proprieta di
produrre, quando applicate ai vertici del triangalno stato tensionale su
tutto il triangolo, e quindi sia ai vertici che rginti interni, il piu possibile

Error! Bookmark not defined.



Figura 2.1.1

coerente con lo stato deformativo associato agbstsmenti nodali.
Occorre quindi che risultino definite in tutti i pw del triangolo le
deformazioni associate agli spostamenti nodaliviedj € necessario che
venga definito il campo di spostamenti su tuttéridngolo, dal quale si
possono derivare le deformazioni tramite differanmne.

Si concentri I'attenzione sui tre spostamenti nddabo x , e cioey;
, Uj , Uk, dove I tre indici , ] , k denotano i tre vertici dell'elemento finito
triangolare. Lo spostamento lungan un punto interno all'elemento finito
triangolare puo ragionevolmente venire assunto cbhneare, e tale che
assuma ai tre nodi i tre valori degli spostamerddati. La stessa
interpolazione lineare puO essere assunta per lmpaoente di
spostamento lunggp:

ugx,y)=a1+0(z><+0(3y (2.1.2)

v(x,y)=a,+asx+0asy

Le espressioni (2.1.2) rappresentano interpolamali complete in
X ey, in quanto sono presenti sia i termini costgnéd 4 , che i due
termini lineari inx ed iny per ogni equazione, Figure 2.1.1 (b) e (c) .
Questa scelta delle funzioni interpolanti deglispmenti, lineari complete
in x ed iny , & coerente con i gradi di liberta dell'elemeffituto
triangolare. Infatti si € gia notato che al trialogpossono essere imposti
sei spostamenti nodali, due, lung@dy , per ogni nodo. Occorre quindi
che le due funzioni di spostamento, lunge lungoy , siano definite a
meno di sei coefficienti incogniti, appunto le sestanti; delle (2.1.2).

Non si é ancora imposto nelle (2.1.2) che le compondi
spostamenta e v assumano i valori nodalj , vi , Uj , Vj , Uk, Vk , quandox
edy assumono i valori delle coordinate nodai, v , X , ¥} » X, Yk - Le
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seguenti equazioni esprimono tali imposizioni, déasencognite sono le
sei costantj :

u(x,%)=u=a,+a,x +asy
v(X.%)=v=a,+asx +agy,
(xj,yj):uj =0+ 0z X+ 03y
(xj,yj):vj =0, 05 X; T Ug Y,
(Xk’yk) = U =03 +0, X 03 Y
(Xi’yi):Vk =04 05 X +Ug Y

(2.1.3)

Risolvendo il sistema (2.1.3) in termini delle seognite; , tramite
per esempio un manipolatore algebrico, si ottiene:

_u (Xj Yie = X yj)+uj (% % =% yk)+“'<()q Yi 7% yi)

1= 2 A

_u (yj _yk)+uj (yk _yi)+uk (Yi _yj)
f2= 2 A

u (xk —xj)+uj (% = %) + Uy (xj —>q)
fa= 2 A

_ Vi (Xj Y = X Yj)"'Vj (X ¥ =% Vi) + Vi (Xi Yi =X Yi)
fa= 2 A

(Y )Y (e v (v - )
%5~ 2 A

v, (xk —xj)+vj (% = %) + v, (xj —>g)
%6 = 2 A

(2.1.4)
doveA rappresenta l'area dell'elemento finito triangmlarvale:

1

AZE(Xi Yit X Ve ¥ X Y 7% Y T X Y T X Yj) (2.1.5)
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Figura 2.1.2

Tale area risulta positiva, come richiesto dak&cita del problema,
soltanto se i tre indiai, j , k che denotano i tre vertici dell'elemento finito
triangolare girano in senso antiorario.

La formulazione (2.1.2) del campo di spostamag®jy) e v(x,y) puo
essere sviluppata in un modo equivalente, ma maan@Ente piu
interessante. Secondo questo approccio, il cam@paitamenti si scrive
nel modo seguente:

u(x,y) = N (6 y) 4+ N () o+ Ny (x,y) 216)
v(x,y) =N, (x,y) Vi + N; (x,y) v, + Ny (x,y) Vi o
dove le tre funzioniN; sono dette funzioni di forma, ed possiedono la
proprieta che valgono 1 nel nodesimo, 0 nei nodj-esimo ek-esimo, e
sono polinomi del grado coerente con i gradi derié dell’elemento. Nel
caso di elementi finito triangolare, si e gia viste il polinomio corretto e
quello lineare completo. La Figura 2.1.2 presenta wvappresentazione
grafica delle funzioni di formdl; , N , Nk .

Con l'aiuto di un manipolatore algebrico si possdeterminare le
tre funzioni di formal; :

N; (va):i\[xk Yi =X Y +(Yk _yj)X+(Xj _Xk) Y]
N; (X,y)=i[>q Y =% Y+ (% = Vi) X+ (% = %) ]

\ (X,y):i X % =% ¥y * (v = w) xr (6 =) ]

(2.1.7)
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doveA indica ancora l'area dell'elemento triangolare.

Il campo di spostamenti descritto dalle espressf@rii.2) tenendo
conto dei valori delle costanti coincide perfettamente col campo di
spostamenti descritto dalle (2.1.6) . Infatti, imtrambe le descrizioni i
polinomi che esprimono il campo di spostamento doreari completi, ed
in entrambe le descrizioni, tali campi di spostatberguagliano gli
spostamenti nodali quando le coordinate y assumono i valori delle
coordinate nodali.

2.1.1 Cenni sul campo di spostamenti in un elementdinito
quadrilatero

Si accenna in questo Paragrafo al campo di spostarre un
elemento finito quadrilatero, per far comprendergroblemi che si
incontrano quando si estende la funzione deglitapeenti da un elemento
finito triangolare ad elementi finiti a piu altiagi di liberta.

Si nota innanzitutto che i gradi di
liberta di un elemento finito quadrilatero
sono otto, dato che tale elemento ha
quattro vertici, indicati in Figura 2.1.1.1
con gli indicii ,j, k, I, ed ogni vertice
possiede due gradi di liberta. Occorre
allora scrivere le funzioni polinomiali in
x ed in y delle componenti di
= spostamento ev , complessivamente in
funzione di otto coefficienti incogniti.
Sei coefficienti complessivi esauriscono
la descrizione completa linearexred in
y degli spostamenti iu ed inv . A
guesti sei coefficientivanno quindi aggiunti due ulteriori coefficientino
per la descrizione della componente di spostamerdgd uno pew , che
parzialmente rappresentano componenti quadratidgi dpostamenti.
Sono proponibili tre diverse espressioni quadratiada aggiungersi alla
rappresentazione lineare completa, per descrieminponental dello
spostamento:

Figura 2.1.1.1

ax? ; ay® ; axy (2.1.1.1)
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Coerentemente, la descrizione della componewtello spostamento
puo assumere tre forme diverse:

u(x,y)=0(1+a2 X+0g3Y+0,X
u(x,y) =0, +0, X+0z3y+0,Y? (2.1.1.2)
u(x,y):a1+0(2 X+Azgy+ad,uXy

Accettato il fatto che non si riesce, in un eleroefmito a quattro
nodi, ad esprimere le componenti di spostamen®v in funzione di
polinomi completi del secondo ordine, la descrigianigliore €& l'ultima
delle (2.1.1.2) , dato che la funzione dello spostatou e bilanciata inx
ed iny , e quindi &€ egualmente duttile nelle due direzoredy . Di
conseguenza, la forma completa del campo degliapesti inu ed inv e:

UEX’Y):O(1+O(2X+O(3Y+O(4XY (2.1.1.3)

Vv x,y):a5+0(6x+0(7y+0(8xy

Queste espressioni dipendono da otto coefficiaabgniti; , i qual
vanno determinati, come per l'elemento triangolane,modo che le
componenti di spostamentice v assumano i valori nodalj , vj , Uj , vj , Uk
,Vk, U,V ,quandox edy assumono i valori delle coordinate nodsli, y; ,
XY XYk X W

Si accenna infine al fatto che le deformazioniird#tno di un
elemento quadrato, diversamente dall'elementogoiane, non sono piu
costanti, e cosi le tensioni.

Un elemento finito sviluppato in questo modo présgoero seri
limiti, evidenziati nell'esercizio 5.12 . Gli elemtefiniti isoparametrici, per
I quali si rimanda a testi specialistici, permetiali superare tali limiti.

2.2 Le deformazioni nell'elemento finito triangolae

Il campo di spostamenti all'interno di un genertemento finito
stato espresso in funzione degli spostamenti nodai deformazioni
all'interno di ogni elemento finito si calcolandfdrenziando il campo di
spostamenti. Impiegando per esempio la descrizoggi spostamenti
fornita dalle (2.1.2) , e ricordando le (2.1.4) otiene:
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=tz a, = u () +u (k- v) v (v -y =

€

a8 (3) =3+ 85 (3= v) + 85 (3~ )]

Yooy ° 2A

21A[52 (% =)+ 84 (% =x) +36 (x =X

_ou 0V _ -
ny-a*y+*-0‘3+0(5—

v (Xk —xj)+Vj (% = %) + Vi (Xj _Xi)]:

21A[ui (Xk _Xj)+Vi (Yj _YK)+U1 (% =% +v; (%= %) +ue (Xi _)9)+Vk (yi _yi)]:

zlA[Bl(xk =)+ 8 (¥, = i) #8206 = %) + 84 (% = %) +85(x; =) +84(% - ;)]
(2.2.1)

Si nota che, nelle espressioni delle deformazioaile sei costanti,
non compaiono le costangied 4 . Infatti, tali costanti rappresentanwti
di corpo rigido, come appare dalle (2.1.2) , e tali moti non poto
deformazioni.

Le relazioni (2.2.1) possono essere descritte idanmmpatto per
via matriciale:

61
62
€x Yi = Yk 0 Y Vi 0 Yi Y, 0
1 63
e={¢ =— 0 Xk_Xj 0 X — X 0 Xj_Xi
Y[ 2A 5,
Yy X=X Y= Y% X=X Y=¥ X=X Y 7Y, 5
5
¢
(2.2.2)
0, in modo riassuntivo:
E=BJ (2.2.3)

doveB e una matrice 36 che descrive un operatore diffeate, nel senso
che gli spostamenti vengono differenziati a fornieedeformazioni. |
vettore raggruppa ledeformazioni cosiddette generalizzaté, nel senso
che questo vettore e formato dall@ dallay , che sono deformazioni, e
dallayy , che non e strettamente una deformazione, beosseorrimento.
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Si osserva che ledeformazioni all'interno dell'elemento
triangolare sono costantj dato che la derivata di una funzione lineare, la
funzione degli spostamenti, € una costante. Quoesiaieta rende la teoria
degli elementi finiti triangolari particolarmenteemsplice, e quindi
didatticamente efficace. Tuttavia, gli elementiitfirtriangolari, proprio
perché lo stato deformativo e quindi tensionale@stante al loro interno,
non riescono a descrivere con accuratezza gradietgnsioni molto forti,
quali quelli in prossimita di raggi di raccordo aitl, di cave, di
spallamenti, e quindi forniscono risultati pitu apgsimati di altri elementi

finiti teoricamente piu duttili, per esempio elemmea quattro o ad otto
nodi.

Agli esami gli sciocchi fanno spesso domande a cui i saggi hon sanno
rispondere.

Oscar Wilde
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2.3 Le tensioni nell'elemento finito triangolare

Assumendo che il componente meccanico lavori istieita lineare,
le tensioni all'interno dell'elemento finito triawlgre si ottengono dalle
deformazioni attraverso la legge di Hooke. Assurmoemmho stato di
tensione piana, le tensioni nel piano delle tensialyono, vedi il Capitolo
di Richiami di Teoria dell'Elasticita:

(8y+U8X) Ty =Gyy
(2.3.1)

__E ( _
=12 T 1-0?

Le espressioni (2.3.1) possono essere riscritteorima matriciale
compatta come:

E VE 0
JGL 1-uv* 1-v? jgl
X E X
0=10,1= |1~ 7 O|1¢, [=De=DBS (2.3.2)
lTny 0 0 G thyJ

dove la matricd® contiene le costanti elastickee , ed esprime la legge di

Hooke.

Anche le tensioni come le deformazionirimangono costanti
all'interno dell'elemento finito triangolare, dato che le tensioni si
ricavano dalle deformazioni, moltiplicandole pectestanti elastiche.

Si noti infine che il vettore raggruppa letensioni cosiddette
"generalizzaté, nel senso che questo vettore e formato dadadallay ,

che sono tensioni normali, cioe del tipo

, e d@ya che non e una

tensione normale , bensi una tensione tangenziale
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2.4 Le forze nodali equivalenti e la matrice di rigdezza nell'elemento
finito triangolare

Nello schema teorico individuato nel Paragrafo 1.2ccorre
individuare le sei forze che I'elemento finito mgg@lare esercita ai tre nodi,
in funzione dei sei spostamenti nodali, Figura®2.4Questo legame tra i
sei spostamenti nodali e le sei forze nodali éspeinsabile per imporre
I'equilibrio di forza nodale, per esprimere cioé& ain nodo generico della
struttura e in equilibrio sotto le forze ad esspamtite dagli elementi finiti
che toccano quel nodo, e sotto I'effetto di evdnfaeze esterne applicate
a quel nodo.

spostament] forze

Figura 2.4.1

Siriprende il paragone tra elemento finito e mdla in una molla di
geometria e di materiale noti si conosce la freaeianmediato calcolare la
forza di schiacciamento della molla. Si potrebbeerage che anche
nell'elemento finito, noti la sua geometria ed ihteriale, risultasse
immediato calcolare, dagli spostamenti impostiainle forze nodali che
producono tali spostamenti. Purtroppo nel casoetimthento finito tale
calcolo delle forze nodali a partire dagli spostatheodali e tutt'altro che
ovvio. Le maggiori difficolta derivano dal fatto ela teoria degli elementi
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tensioni matematicamente infinite

Figura 2.4.2

finiti, almeno in questa esposizione semplificgt@vede forze concentrate
ai nodi che, se applicate ad un modello analitisatte di un corpo
triangolare, producono uno stato tensionale coraplesll'interno del
triangolo, con tensioni matematicamente infinitéraivertici del triangolo,
ai quali le forze concentrate sono pensate applicat forti gradienti
tensionali nell'intorno dei vertici stessi, Figuka4.2 (c) . Tale campo
tensionale € analogo a quello in un semipianoietasaricato da una forza
concentrata trasversale, Figura 2.4.2 (a) , o acuneo caricato al vertice,
Figura 2.4.2 (b) . Il modello a cuneo e stato giasiderato nel Capitolo
sull'Effetto Intaglio, in relazione alla modellari® delle tensioni nei filetti
di una vite.

Ad ulteriore prova della presenza di alti gradigetsionali in un
corpo triangolare caricato ai vertici da forze camtcate, la Figura 2.4.3
mostra uno studio fotoelastico di un triangolo tenato imponendo
schiacciamenti ai tre vertici. Emerge un accumulaidslle frange
fotoelastiche nell'intorno dei vertici a "pennapdivone”, coerente con gli
alti gradienti tensionali presenti in tali zone. lldeparte centrale del
triangolo, invece, le isocromatiche risultano malio diradate, a segnalare
uno stato tensionale abbastanza uniforme.

Da una parte quindi un corpo triangolare soggettiorae nodali
concentrate applicate ai vertici presenta gtato tensionale ad ali
gradienti tensionali in prossimita dei vertici, ed uno stato tensionale
uniforme nella zona centrale. Dall'altra partetelaria dell'elemento finito
triangolare prevede urgiato tensionale costant@l suo interno calcolato
a partire dagli spostamenti nodali. Non esiste djuatcuna combinazione
delle intensita delle sei forze nodali in grado miodurre uno stato
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Figura 2.4.3

tensionale costante all'interno del triangolo. &aude che e impossibile
calcolare forze nodali concentrate perfettamenteresdi con lo stato
tensionale interno all'elemento finito triangolare

Il problema di incoerenza sopra segnalato puo gesinperato
soltanto se si accetta che le forze nodali produgaro stato tensionale
coerente in media e non punto per punto (cioe localmente), conlquel
della teoria degli elementi finiti. In altre parplsi cerca di individuare
quali intensita delle forze nodali concentrate pimho uno stato
tensionale il cui valor medio, calcolato in modopofuno, € uguale al
valore costante delle tensioni valutate a partaglidspostamenti nodali
seguendo la teoria dell'elemento finito triangal&eesta conduzione dei
calcoli in modo da far tornare i conti in medianaeaffidata al principio
dei Lavori Virtuali . Occorre calcolare I'energia interna al triangdédle
tensioni interne espresse tramite gli spostamerdialn e I'energia delle
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forze nodali partendo ancora dagli spostamenti Inoeld eguagliare tali
due lavori, calcolando cosi le forze concentratedatio che sono
energeticamente equivalenti alle tensioni costamtrne al triangolo,
espresse in funzione degli spostamenti nodali.gBesta ragione si parla
di forze nodali equivalenti

Si ricorda che il termine "equivalente" e stato @i&ontrato in
questo testo nel Capitolo sulle Tensioni Idealiactate appunto anche
“tensioni equivalenti”. Il termine "equivalente" ggiede in entrambi i casi
il significato di "uguale sotto un determinato aspe Nel caso delle forze
nodali, esse producono una uguale energia int&telacaso delle tensioni
ideali, esse producono una uguale energia di distoe.

Prima di affrontare il calcolo dell'energia intereadel lavoro delle
forze nodali in un elemento finito triangolare, @nsidera a scopo
didattico una geometria monodimensionale, qualasti'caricata a solo
sforzo normale di trazione. Se la tensione monodg@ale al suo interno
e , la deformazione assiale € , la lunghezzaadefive él , il suo
allungamento & , la sezione trasversalefe, ed il carico applicato di
trazione € P , allora l'energia internal; espressa in funzione
dell'allungamento (spostamento)ale:

=

1 1 1 _(AY
L :Jﬁoedv:Jﬁ(Ee)sdv:E Ee2ldV =5 E(I—) [, dv =

1 _(AIY,,  EAA2
EE(T)A" ]
(2.4.1)

dove la tensione é stata espressa in funziona deformazione , a sua
volta espressa in funzione dello spostaménto

Il lavoro della forza esternée espresso in funzione della forza
applicataP e dello spostamentovale:

L, :% P Al (2.4.2)

Eguagliando il lavoro interno ed esterno, si caldbtarico applicato
P dall'allungamento (spostamenta)
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(2.4.3)

Si ripercorrono ora questi calcoli energetici managhsional
riferiti ad un'asta, adattandoli ad una geometidanensionale triangolare.
Il lavoro interno in un elemento triangolare piatioareaA, espresso in
funzione degli spostamenti nodali vale:

1 1 1 T
L:JA§(0X€X+0y€y+TnyXy) dA:EJAsTodA:EJA(BB) D BodA=
1j T RT _1 T(] BT
5,8 BT DB3dA=55"(, BTDBdA3

(2.4.4)

Nei passaggi (2.4.4) si e fatto uso della relaziahe lega la
trasposta del prodotto di due matrici al prodotdiedtrasposte delle due
matrici:

(AB) =BT AT (2.4.5)

Inoltre, nei passaggi (2.4.4) si e estratto dadignale esteso all'area
A sia il vettore trasposto degli spostamenti nodali,che . Infatti, tali
spostamenti nodali agiscono ai vertici (nodi) e&imento finito
triangolare, e cioe si riferiscono a punti singtiliA, e non sono funzioni
distribuite su tutta l'area triangolare. Di consama, gli spostamenti
nodali non interagiscono col meccanismo di inteigraz indA , e quindi
posSsono essere estratti dall'integrale.

Si noti infine che I'espressione incontrata n&lld @):

|, 8" BT DB&dA (2.4.6)

e uno scalare. Si ricorda infatti cBee una matrice 33B é 36 , € un
vettore colonna 6 BT € 63, ed infinel & un vettore riga 6 . Quindi la
funzione integrandal BT D B & 67(63)(33)(36)6 = 1 , e quindi
I'integrando € uno scalare, come di solito avvieQeesto risultato e
coerente col fatto che l'integrando nella (2.4.8trettamente collegato
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all'energia interna, che € uno scalare e non, gEmpio, un vettore od un
tensore.
Invece, I'espressione sempre incontrata nelle4p:4.

|, BTDBdA (2.4.7)

non € uno scalare, ma &€ una matrice (63)(33)(36p= L'espressione
(2.4.7) rappresenta quindi l'integrale di una ncet66 , e va intesa come
una matrice i cui termini sono gli integrali dei 666 termini della matrice
BTDB.

Si calcola ora il lavoro esterng, delle forze nodali equivalenti. Si
ottiene:

Le:%(F161+ Fo0,+ F3dst F 0,4 FB ot F d Lz%e‘ﬂ F (248)

Le forze nodali equivalenti si calcolano eguagl@atidnergia interna
all'energia esterna:

=38 F=L=55(,B'DBdAS = F=(, B"DBA3=kS
(2.4.9)

dove k € una matrice 66 , e viene chiamatatrice di rigidezza
dell'elemento finito. | vettori di forzaF , di spostamento, , e la matrice di
rigidezzak , scritti per esteso sono:

Fl [k kiz Kiz Kig Kys Kag (8]
F lliz'l liz,z |l§23 iu |l§25 tzes 0,
31 K3z Kgz Kggq Kgs Kzg )O3l
F Kiz Kao Kaz Kga Kys Kad |04 (2.4.9)
Fs ks1 Ksz Kgs Kss Kss Kgg [Os
| Ksx Kez Kgs Kga Kgs Kgg (06

Si sono cosi espresse le forze nodali in funzicegli dpostamenti
nodali tramite la matrice di rigidezza, la qualestdoisce una versione
pluridimensionale del coefficiente che lega in unalla la forza allo
schiacciamento.
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Si conclude osservando che l'eguaglianza (2.4.4) pgrmette di
definire le forze nodali equivalenti si fonda suauntegrazione sull'area
triangolare, operazione che effettua unadia, dando quindi alle forze
nodali il significato di grandezze energeticamesdgette, ma localmente
scorrette. Inoltre, si nota che usualmente il ppiocdei Lavori Virtuali
viene impiegato per risolvere in modo esatto unattsira. In questo caso,
invece, il principio dei Lavori Virtuali viene usatper determinare una
soluzione approssimata, e cioe per mediare uneerror

E stato notato che queste soluzioni numeriche idiang@ssomigliano
ad alcune misure sperimentali le quali, agendo usurth zona di
dimensione non piccolissima, mediano la letturtala zona. Per esempio,
gli estensimetri elettrici effettuano una lettuedle deformazioni. Essendo
gli estensimetri di dimensioni di qualche millin@tressi forniscono una
lettura della media delle deformazioni nella zomacwi sono incollati. In
un testo di elementi finiti si leggén modeling physical phenomena, it is
often desirable to measure. . . the data and/or the solution of a boundary-
value problem. Snce any real measurement device (strain gauge,
thermocouple, etc.) will have finite size, these quantities can, at best, be
determined only in some average sense over small regions nad not at any
particular single point. The . .. [finite element solutionpf the problem
can be interpreted as assuring us tha the solution will appear to be correct
when tested at any location in the region with an arbitrary small
transducer.
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2.4.1 La simmetria della matrice di rigidezza delklemento finito
triangolare

Si ricorda ilteorema di reciprocita o di Betti SianoA e B due
sistemi di forze agenti su di un corpo elasticdalloro indiretto che un
sistema di forzeA gia applicato ad un corpo elastico compie durante
I'applicazione di un sistema di for& € uguale al lavoro indiretto che
compirebbe il sistema di forZ8 se fosse gia applicato allo stesso corpo
elastico durante l'applicazione del sisterAa. Non si discutono le
condizioni che i vincoli devono soddisfare per phgabilita del teorema di
Betti.

> AT 5
s|Istema r P
A ————————

7
-
ZIR -
s|Istema TR
B EEEE———A—281 i -
| / 7

Figura 2.4.1.1

Si consideri I'esempio di Figura 2.4.1.1 , di unavé dapprima
caricata da una forZda 1 applicata alla sezione 1 , che produce la freccia
A2 in corrispondenza della sezione 2 , e successivianmieflessa da una
forza Pgo applicata alla sezione 2, che produce la freggia in
corrispondenza della sezione 1 . Il teorema dprecita asserisce che vale
la seguente relazione:

Pa1 981~ Pa2 02 (2.4.1.1)

Error! Bookmark not defined.



Si applica nel seguito il teorema di reciprocitd genostrare che la
matrice di rigidezza di un elemento finito triang@ e simmetrica. Ci Si
riferisce al legame tra vettore forEae vettore spostamento tramite la
matrice di rigidezz& :

F | kip Kiz Kiz Kig Kys k;Lf;
F iz; Ez,z Ezs E24 izs Eze O,
3,1 32 33 34 35 36
Foi Tkia Koo Ky Kgg Kys Kygd (04 (24.12)
F Ks; Kso Kgz Ksg Kss Ksgl [Os
(Fs) LKex Kgo Kgz Kga Kgs Kgg (0]

Il sistemaA e supposto costituito da un vettore di spostaméurttio
nullo tranne il termine , e dalle forze nodak corrispondenti, calcolate
tramite la (2.4.1.2) . In particolargg vale:

F=ks, 0 (2.4.1.3)

Il sistemaB € costituito da un vettore di spostamenti tuttian
tranne il terming; , e dalle forze nodak corrispondenti. In particolarép
vale:

F, =k, s O (2.4.1.4)

Discende dal teorema di reciprocita la seguentag@nza:

ROs=F0, = (Ks207)8:=(k,d)8, = KszK o5
(2.4.1.4)

da cui consegue chka matrice di rigidezza dell'elemento finito e
simmetrica.

Si dimostra inoltre che la matrice di rigidezza I'deEdmento e
semidefinita positiva.
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2.5 L'assemblaggio e le equazioni di equilibrio diorza nodale

Si consideri la semplice struttura di Figura 2.5fbrmata dai tre
elementi finiti triangolari , , e (il numero deglementi viene cerchiato,
per evitare di confondere tale numero con queliondeli), e dai cinque
nodil,2,3,4,eb5.Ivertici di ogni elet@triangolare sono indicati
da tre indici assunti in senso antiorario, doverimo vertice e indicato
dall'indicei , il secondo da, ed il terzo d& .

Figura 2.5.1

Si vuole per esempio scrivere l'equazione di egudiin direzionex
del nodo 2 . Si intende cioe determinare la condriper cui il nodo 2,
sotto I'azione della forza nodale in direzionesercitata dall'elemento
relativa quindi al vertic& dell'elemento , e della forza nodale in direzione
X esercitata dall'elemento , relativa quindi alticeri dell'elemento
equilibra la componente lungadella forza estern@ .

Si considera dapprima I'elemento finito triangolardl legame tra
forze nodali e spostamenti nodali é:
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( 3

Foil 1Ko Kaiz Koazs Konasa Kowis Kovie ! O

|:(1)2 k(1)2,1 k(J)zz k(123 k()124 k( 1,25k( 1,2 6(J)z
J F(JJ3>_ k(])3,1 k(J)32 k(133 k(IL34 k( 1,35k( 1,3 <5(D3>
1,4 6(J)4

Fos| [ Kos: Kas2 Kiss Kousa Kss K)is||9ws
\F(DGJ _k(1)6,1 k(1162 k(163 k()164 k( 1,65k( 1,64]5\6(36/

) )

) )

_ ) )

Foa| | Koar Kaaz Kaas Kuas Knask)
) )

) )

(2.5.1)

dove per esempio il simbold-(1)3 indica la forza nodale relativa
all'elemento ed al grado di liberta 3 . Siccome ogni vertice ogjini
elemento finito possiede due gradi di liberta, lumgedy , il primo grado

di liberta e relativo al primo vertice dell'element in direzionex , e cioé

al vertice indicato con l'indicein Figura 2.5.1 . Il secondo grado di liberta
e relativo al primo vertice dell'elemento , ind@a&on l'indicei , ma in
direzioney . Il terzo grado di liberta e relativo al secondertice
dell’'elemento , indicato con l'indige in direzionex . Quindi il simbolo
F(1)3 indica la forza nodale relativa all'elementpin direzionex , del
secondo vertice, quello indicato coll'indice

Chiarito questo, la forz&1)z puo venire anche indicata corkg ,
dato cheessa ¢ relativa al nodo 5 , quello a contatto eolicej , ed al
grado di liberta lunga . Infatti il nodo 1 possiede due gradi di libeqear
cui F1 indica la componente di forza lunga@l primo nodo della struttura ,
quello cioé indicato con 1 in Figura 2.5.F3 la componente di forza
lungoy al primo nodoF3 la componente di forza lungoal secondo nodo,
e cosi via.

In generalesen & un generico nodo, il grado di liberta lungo
associato all'indice &-1 , mentre quello lungoy va associato all'indice
2n .

Questa diversa codifica si basa sui nodi e noni slgmenti, e
quindi € piu aderente al complesso dell'interatsira, non piu intesa come
sezionata nei suoi elementi finiti.

Occorre ora interpretare il significato dei seispmenti nodali della
(2.5.1) . Seguendo una interpretazione del tuttaloga a quella delle
forze, il simbolo per esempigs indica lo spostamento relativo
all'elemento ed al quarto grado di liberta, e abéecondo vertice, di
indice j , in direzioney . Si noti che il secondo vertice tocca il nodo 5 .
Secondo la codifica collegata ai nodi della stmatty;)4 viene indicato
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come1p, dato che si riferisce al secondo grado di lihdragoy , del
nodo 5.

Alla luce della codifica basata sui nodi, il lega(@es.1) tra forze e
spostamenti nodali nell’elemento puo quindi vengeritto come:

(F) ko Ka12 Kizs Konze Konis K)11d (3 )
M I<(1)2,1 k(1)22 k(123 I<()124 k()1,25k()125 68
IRl Kzt Kaszz Kizs Kiuaa Kas Kyuse) o |
Fio B I<(1)4,1 k(J)42 k(143 I<()1,44 k()1,45k()145 610
Fs| 1 Kos: Kas2 Kass Kousa Kouss K)usg| O
(F) Lkyer Kosz Kaes Kaea Kouss Ked (0a)

(2.5.2)

Si considera ora I'elemento finito triangolarel legame tra le forze
nodali e gli spostamenti nodali &, similmente al&5.1) valide per
I'elemento finito :

Foil 1 Kau K12 Kais Kpaa Kpas Kz1e !0
F(z)z I<(2)2,1 k(222 k(223 I<(5224k<)225k()22 6(2)2
<F(2)3>: I((2)3,1 k(232 k(233 k(1234k()235k()23 6(2)3>
Foa| | Koias Kaaz Kass K zaa Koas K 2ab| 8o
|:(2)5 I<(2)5,1 k(252 k(253 k( P54 k( 2,55 k( )26 6(2)5
\F(2)6/ _k(2)6,1 k(zaz k(263 k( 264 k( 2,65 k( )2, 64L \6(2)6/

(2.5.3)

Se si impiega la codifica basata sui nodi, si ass@&he il primo
vertice dell'elemento , quello cioe con l'indigearriva al nodo 2 . Il primo
grado di liberta del nodo 2 , quello lungo € rappresentato dall'indice 22-
1 = 3, mentre il secondo grado di liberta, lungqg € rappresentato
dall'indice 22 = 4 . Il secondo vertice dell'eletteen, quello cioe con
I'indice j , arriva al nodo 5 . Il primo grado di liberta debdo 5 e
rappresentato dall'indice 52-1 = 9 , mentre il sdoogrado di liberta e
rappresentato dall'indice 52 = 10 . Infine, il tenzertice dell'elemento
quello con l'indice , arriva al nodo 3, i cui due indici sono 32-5 = 32
= 6 . Con la codifica basata sui nodi, il leganee f’rze e spostamenti
nodali nell’elemento puo venire riscritto come:
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(F] [ Kaw Kaiz Kais Kria Kopis Kozié[ 8]
Fo| K221 Kazz Kaz2s Kpoa KpasKzae| 0,
JFol _{ Kasr Kasz Kass Kpaa KpasKzae) el
Fo| "1 K2a1 Koaz Kass Kpaa Kpask)zae|0m0
Fs| 1 Kost Kasz Kass Kpsa K pss Kzsg| O
. Fs ) _k(2)6,1 k(2)6,2 k(zas k(2)364 k( P65 k( )2,64 05 J

(2.5.4)

Si ritorna all'equazione di equilibrio di forza radel lungox al nodo
2 . La forzaF3 esercitata sul nodo 2 dall'elemento in direziomale, dalle
(2.5.2) :

F = k(1)5,1 o, + k(1)5,2 0, + k(1)5,3 O + k(1)5,4 O + k(1)5,5 0, + k(1)5,6 0,
(2.5.5)

Similmente, la forzaF3 esercitata sul nodo 2 dall'elemento in
direzionex vale, dalle (2.5.4) :

R = k(2)1,1 0y + k(2)1,2 o, + k(z)Ls Oy + k(2)1,4 O + k(2)1,5 05 + k(z)Le O
(2.5.6)

La forza totale lungox , F3 , esercitata simultaneamente dagli
elementi e sul nodo 2 vale quindi:

Fs = Kys101 + Kys2 02 +(k<1)5,5+ k<211) o +(k<1>5.6+ k<212) 0 +

K2)1505 + K216 96 t (k<1)5,3+ k<21:) 0 + (k<1)5,4 + k<21A) Oi0
(2.5.7)

Per esprimere I'equazione di equilibrio lungdel nodo 2 , la forza
F3 va eguagliata alla componente lungadel carico esternoPy . La
scrittura matriciale della equazione di equilibper il nodo 2 lungx é :
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)T (3,
F 0,
ES Kos: Kisz (k(155+ k 21) (k( nsd K )2,1)2 K)215K ) 210 O (k() 18K ) ,2)13(k() 1EK ) ,)14 23
Rl 5
R 05
K, o
Ry O
F Oy
Fol | 1 (310
(2.5.8)

dove la matrice della (2.5.8) rappresenta la matdc rigidezza della
struttura.

Dalle considerazioni fin qui sviluppate emerge odmarezza la
regola generale da seguire per allocare i coefficidelle matrici di
rigidezza dei vari elementi finiti nella matrice migidezza della struttura,
in modo che le varie righe rappresentino le equezio equilibrio nodale
della struttura. Le matrici di rigidezza degli elsmi finiti, per esempio la
(2.5.1) , possiedono indici che variano da 1 & @&he sono collegati ai tre
indici i , j , ek, dei vertici del triangolo, dove ad ogni vertiseno
associati due gradi di liberta. Questi indici seguwoquindi una
numerazione locale, agganciata cioe all'ordindgtdbazione, elemento per
elemento, dei tre indiai, j , ek . Quando i 66 = 36 coefficienti della
matrice di rigidezza di ogni elemento vengono atomella matrice di
rigidezza globale della struttura, occorre assecagliindici locali 1 - 6
gli indici globali correlati ai nodi a cui arrivano ordinatamenteei \ertici
dell'elemento finito triangolare.

Per esempio, nella meshatura di Figura 2.5.1 ,tivataente
all'elemento finito , il vertice arriva al nodo 4 , il verticeal nodo 5, ed
il verticek al nodo 2 . |l vertice € collegato agli indici 1 e 2 della matrice
di rigidezza locale, ma questi indici devono dieeat42-1 =7 e 42 = 8 per
quel che riguarda gli indici della matrice di riggza globale della
struttura. Similmente il verticedell'elemento finito €& collegato agli indici
3 e 4 della matrice di rigidezza locale, ma quetici devono diventare
52-1 = 9 e 52 = 10 per quel che riguarda gli indleila matrice di
rigidezza globale della struttura. Infine, il vegk e collegato agli indici 5
e 6 della matrice di rigidezza locale, ma questdian devono
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assemblaggio della matrice di
rigidezza dell’elemento @
Yy
—
X
7 89103 4 Indice globale
—_ M~ ~
4 5 2 nodo
| ] k vertice
— . .
12 34 5 6 Indice locale
7}4 | {1 k1,1 k1,2 k1,3 k1,4 k1,5 k1,6
8 2 I'<2,1 I‘<2,2 k2,3 k2,4 I‘<2,5 k2,6
9}5 J{3 ka1 Ksz Kas K Kss Kag
1 O 4 k4,1 k4,2 k4,3 k4,4 l‘<4,5 k4,6
3}2 k{5 Ks,1 Ksz Ks 3 Ksa Kgs Ksg
4 6 k6,1 l‘<6,2 k6,3 k6,4 l‘<6,5 k6,6

Figura 2.5.2

diventare 22-1 = 3 e 22 = 4 per quel che riguatdmdjci della matrice di
rigidezza globale. Allora per esempio I'elemeiqtgs ¢ va assemblato nella
matrice di rigidezza globale nel postg 4.
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Si considera nel seguito I'elemento finito , ddweerticei arriva al
nodo 2 , il verticg al nodo 5, ed il vertick al nodo 3 . Quindi gli indici 1
e 2 della matrice di rigidezza locale diventano122-3 e 22 = 4 nella
matrice di rigidezza globale della struttura, ghlici 3 e 4 locali diventano
52-1 =9 e 52 = 10 nella matrice di rigidezza glebad infine gli indici 5
e 6 locali diventano 32-1 = 5 e 32 = 6 nella matdcrigidezza globale.

Allora per esempio I'elementgpys 1 va assemblato nella matrice di
rigidezza globale nel post g 3, mentre I'element&2)1 5va assemblato
nella matrice di rigidezza globale nel postg s . Queste condizioni di
assemblaggio sono rispettate nelle (2.5.8) , dpyeg 1 € allocato nel posto
K3,7, cioé nella terza riga, settima colonna, mekpg; 5 € allocato nel
postoK3 5, cioe nella terza riga, quinta colonna.

Si propone infine la rappresentazione di Figura22.5dove la
matrice di rigidezza dell'elemento viene defird&pprima con i tre indici
localij ,j, ek, poi con i tre indici che portano i nomi dei nadicui
arrivano i tre vertici, ed infine con i sei indiglobali, ancorati cioe alla
numerazione nodale della struttura.

Nel Paragrafo 2.4.1 si e mostrato che la matricerigldezza
dell'elemento finito € simmetrica. Siccome ternsimnmetrici della matrice
di rigidezza dell'elemento vengono assemblati imii@ simmetrici della
matrice di rigidezza della struttura, ne deriva zhenatrice di rigidezza
della struttura € simmetrica. Si dimostra inoltre che la matrice di
rigidezza della struttura € semidefinita positivana dell'imposizione del
vincolamento.
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2.5.1 L'autoequilibrio delle forze nodali nell'elenento finito

Nel Paragrafo 2.5 si e visto come imporre le equmaaii equilibrio
di forza nodale. Ci si chiede in questo Paragrafoccorre anche imporre
un equilibrio non solo a livello di nodo, ma anadtieelemento. In altre
parole, I'elemento finito triangolare, se soggetteei spostamenti nodali
generici, sviluppa sei forze nodali di intensitéetahe I'elemento finito
risulta equilibrato?

Si considera in questo Paragrafo i soli equilidia draslazione
dell’'elemento finito triangolare, lasciando allaudsnte il compito di
esaminare l'equilibrio alla rotazione. Si riscrivala (2.5.1.1) il legame tra
vettore forzaF e vettore spostamento tramite la matrice di agmhk
dell’elemento triangolare:

F kis Kiz Kiz Kia Kis k;Lf;
F EZ,l iz,z Ezs E24 izs Eze O,
_| Ka1 K3z Kzz Kggq K35 Kze [
F, Kz Kao Kz Kgg Kys Kad (04 (25.1.1)
F Ksi Kso Kgs Ksg Kss Ksgl [Os
F) ke, Kes Koo Kos Koo Kod (B0)

e si impone all'elemento un moto di traslaziondadagorizzontale. A
questo scopayj = Uj = ux = C, mentrev; =vj = vk = 0. Esprimendo questi
valori in termini di , siimpong =3=5=Ce»=4==0. Imponendo
all'elemento triangolare questo moto di traslazidgela orizzontale, per
ragioni fisiche non puo nascere nel triangolo atcatato deformativo, né
tensionale, e quindi non nascono forze nodali. #8ngono quindi le
seguenti relazioni:

F1:k1,1C+kl3C+k1’5C=0 = k1,1+k13+k1,5:O
F=K;; C+K3C+Kk5C=0 = Ky, +Kz3+K =0 (2.5.1.2)
F5:k5,1C+k53C+k55C:0 = k51+k53+k55:0

Se I'elemento finito triangolare e autoequilibrat@zontalmente, la
somma delle forze nodali orizzontali deve essezatidamente nulla:
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F+F+F=0 =
(kg + Kar+ Ks) 81+ (Kygt kgt k sh® #(k 14 k 52k J 50
(2.5.1.3)

Siccome la matrice di rigidezzae simmetrica, come dimostrato nel

Paragrafo 2.4.1 , la (2.5.1.3) pu0 essere risanitartendo gli indici dei
terminik; ; . Si ottiene:

R+F+F=0 =

(Kpy+ Koyt Ks) 81+ (Kyat K agt K shd # (K 14 k 22k 4D 50 =
(k1,1+k13+k1961+(k31+k33+k3)55 §"(k,51"k,5§'k,355 50
(2.5.1.4)

Dalle (2.5.1.2) deriva per0 che tutte le espressiom parentesi
dell'ultima presunta identita delle (2.5.1.4) sadenticamente nulle, per
cui l'identita e effettivamente valida. Si € quinliinostrato che I'elemento
finito triangolare, quando vengono imposti sei sgo®enti nodali generici
ai suoi vertici, sviluppa sei forze nodali che soaotoequilibrate in
direzione orizzontale. In modo del tutto simile @10 dimostrare che
I'elemento finito & autoequilibrato anche in direzione verticale.
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2.5.2 Il massimo numero di termini non nulli per ogi riga della
matrice di rigidezza della struttura

Una generica riga della matrice di rigidezza dedlauttura e
usualmente formata da pochi elementi non nulli endéi elementi nulli.
Si parla quindi dimatrice sparsa Questa caratteristica della matrice di
rigidezza della struttura viene sfruttata nei swiudel sistema di equazioni
algebriche, i quali limitano le operazioni necegsarrisolvere il sistema di
equazioni ai termini non nulli, riducendo il numetiocalcoli da effettuare,
diminuendo quindi il tempo di calcolo.

Si vuole nel sequito determinare il numero di coefhti non nulli
per ogniriga della matrice di rigidezza della struttura, chialenin
particolare come tale numero dipende dalla confarome della
meshatura. Inoltre, dato che si € gia mostratolahwatrice di rigidezza
della struttura & simmetrica, si esamina nel segurtumero di coefficienti
non nulli per una genericaolonna della matrice di rigidezza della
struttura, dato che questo approccio possiede idlere significato fisico.
Ci si riferisce in particolare al mesh rappresentat Figura 2.5.2.1 ,
costituito da 10 nodi e da 11 elementi. Tale sirate immaginata scarica,
e quindi tutte le forze nodali risultano nulle.

Si pensi di applicare a questa struttura un vettbrgpostamenti
costituito da 19 termini tutti nulli tranne, pereewio, la componente di
spostament@ , che rappresenta uno spostamento luxgkel nodo 5 .
Allora tutti i nodi della struttura non si muovonimanne il nodo 5 , che
viene spostato lungg ma non lungoy . Se si moltiplica tale vettore di
spostamentiper la matrice di rigidezzK della struttura, si ottengono le
forzeF che nascono ai nodi, forze
che vengono assorbite dai vincoli
nodali, di fatto imposti dalla
condizione che tutti i nodi non si
spostano tranne uno. In altre
parole, tali forze vanno intese
come reazioni vincolari per i nodi
non spostati, e come forza imposta
per il nodo spostato, forza
necessaria ad ottenere appunto lo
spostamento imposto.

Si nota che, se si sposta solo
X il nodo 5 lungo x , nascono
reazioni vincolariainodi 1,2, 3,
Figura 2.5.2. 4, 8, ma non per esempio al nodo
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10 , dato che tale nodo € completamente circondatonodi che non
vengono spostati. Lo stesso risultato si avrebbsi spostasse il nodo 5
lungoy .

Emerge da queste osservazioni la regola per decidequali nodi
uno spostamento lungodel nodo 5 produce reazioni vincolda:reazioni
vincolari nascono nei nodi appartenenti ad elementche toccano il
nodo spostato, incluso il nodo spostatd\el caso di Figura 2.5.2.1 , i
nodi nei quali nascono le reazioni vincolari in @iég ad uno spostamento
lungo x del nodo 5 sonoinodil,2,3,4, 8, ed anthhodo 5
relativamente alla direzione.

Si vuole mostrare nel seguito che il numero didothe nascono ai
nodi in seguito allo spostamento di un nodo e tsimegnte collegato al
numero di elementi non nulli in una riga della neardi rigidezza della
struttura. Infatti, riprendendo I'esempio precedel@ componenti lungg
ed y delle reazioni vincolari ai vari nodi si ottengomwoltiplicando il
vettore , tutto nullo tranne la componegteper la matrice di rigidez44
e quindi sono esprimibili tramite le relazioni:

F=K,0, i=1,20 (2.5.2.1)

Se quindi alcune delle componentesime delle reazioni vincolari,
Fi , sono nulle, tali devono essere anche le comppKgg della matrice di
rigidezza della struttura. Ricordando che ogni npdssiede due gradi di
liberta, si conclude chié massimo numero di termini non nulli per una
generica riga (o colonnajesima della matrice di rigidezza ottiene a)
individuando a quale nodo del
A mesh corrisponde la rigaesima
Y 3 della matrice di rigidezza della
struttura;b) contando il numero dei
nodi appartenenti agli elementi che
toccano il nodo in questione,
Q) comprendendo anche questo nodo;

C) si raddoppia tale numero,
1 2 ottenendo il massimo numero di
coefficienti non nulli nella riga-
esima.

Per esempio, nel caso di
Figura 2.5.2.1 , la riga (o colonna)
9 corrisponde al nodo 5 (grado di
liberta lungox) , circondato dai

Figura 2.5.2.2
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cinque nodi 1,2, 3, 4, 8 . Comprendendo iloné&d, i nodi da
considerare sono in numero di sei, e quindi il nMmagsumero di termini
non nulli nellariga 9 e 26 = 12 . Lo stesso teta si ha per la riga 10 ,
sempre relativa al nodo 5 ma al grado di liberteyuy .

Si osserva infine che il numero di coefficienti noalli calcolato
secondo la regola precedente € un numero massatwche i coefficienti
effettivamente non nulli possono risultare in nuonkevemente inferiore.
Si consideri infatti I'elemento finito di Figura522.2 . Se si applica uno
spostamento lungx al nodo 3 , mentre tutte le altre componenti di
spostamento vengono imposte nulle, non nasce al®armone vincolare
al nodo 3 lungoy dato che, a causa della particolare forma isoscele
dell'elemento triangolare, il nodo 3 non tende @sigrsi lungoy in seguito
ad un suo spostamento lungo, almeno nel campo delle piccole
deformazioni. Allora il coefficient&s ¢ Kg 5 della matrice di rigidezza
della struttura, matrice che coincide con quelldiudeco elemento finito,
deve essere nullo, per cui il numero di elemerfetefamente non nulli
per riga é inferiore a quello ottenuto applicaralodgola sopra derivata.

Do not worry about your difficulties in mathematics; | can assure you that
mine are still greater.
Albert Einstein
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2.6 | carichi esterni

Di solito i carichi imposti sono distribuiti, spessiniformemente,
lungo tratti del contorno del componente meccanigiccome la teoria

10 12 10 11 12

Figura 2.6.1

degli elementi finiti permette soltanto di applieaforze concentrate ai
nodi, ma non pressioni distribuite lungo i lati deglementi, i carichi
distribuiti vanno sostituiti con forze concentraienodi. La Figura 2.6.1
illustra questo processo di approssimazione. Lagprae uniformemente
distribuita lungo i lati compresi tra i nodi 10 & 1le trai nodi 11 e 12,
Figura 2.6.1 (a) , agisce su tali lati come se gssbmportassero come due
travi appoggiate alle estremita, in corrispondequaadi dei nodi 10 e 11 la
prima trave, e dei nodi 11 e 12 la seconda trangrk 2.6.1 (b) . Questo
modello a trave produce quattro reazioni agli ajgpég 10, Fy 11, Fy,12 ,
che in questo semplice caso sono tutte uguali, & simo le forze
concentrate, sostitutive del carico distribuito, aggplicare ai nodi, Figura
2.6.1 (c) . Di conseguenza, il nodo 11 risultaczdo dalla sovrapposizione
di due reazioni agli appoggi. In questo sempliceocal nodo 11 risulta
caricato il doppio dei nodi 10 e 12 , Figura 2.@I1.

Una volta determinati i carichi concentrati rappergstivi del
caricamento della struttura, tali forze concentvatieno allocate nel vettore
dei termini noti. La regola di allocazione € quella vista per le matrici di
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rigidezza degli elementi. Per esempio, se al notlé Applicata una forza
lungox , questa componente va allocata all'indice 27258 nel vettore di
forza nodale, cioé nel vettore dei termini noti.ddlito i nodi caricati sono
una percentuale molto bassa, spesso dell'ordink0d€l, del numero totale
di nodi della struttura. Infatti, i carichi interal corpo non sono in genere
caricati dato che i carichi derivano in genere dablemi di contatto, e
guindi sono applicati ai nodi di bordo. Soltanta caricamenti inerziali,
per esempio in un disco rotante, i carichi sontribigiti su tutto il corpo, e
guindi vanno applicati anche ai nodi interni.

Error! Bookmark not defined.



2.7 Vincolamento

La teoria degli elementi finiti agli spostamentepede che le tutte le
forze nodali siano note, mentre tutti gli spostameadali siano incogniti.
D'altro canto, se non si impone alcun vincolameaita struttura, questa
risulta in genere labile, e quindi non é possilbadcolare gli spostamenti
dei nodi conseguenti al caricamento della strutsganon a meno di
indesiderati spostamenti rigidi.

Queste considerazioni dimostrano la necessita dcolare la
struttura, in modo da eliminare i moti di corpo idigpz ma anche
individuano una difficolta incontrata nell'imporik vincolamento, dato
che, negli elementi finiti agli spostamenti, gliospamenti sono tutti
incogniti, e quindi ad essi non si possono direttal® assegnare dei valori
imposti senza alterare lo schema risolutivo.

Per imporre agli spostamenti nodali incogniti i oraldesiderati,
occorre alterare I'equazione relativa al gradakdirta vincolato, in modo
tale che la soluzione in termini di spostamentiadit equazione assuma il
valore richiesto di spostamensenzaquindi togliere allo spostamento il
suo carattere di incognita

Si vuole per esempio imporre che lo spostamentgdundel nodo
53 di una struttura formata da 97 nodi sia nulleguazione di equilibrio
nodale lungax del nodo 53 é espressa dall'indice globale 532105 .
L'equazione 105 di equilibrio di forza nodale é:

I:105 = I<105 151 + KlOS, 2 52 ..t K105, 105 5105+ Lt K 105 19(éL93 + I<105, 194 5194
(2.7.1)

Tale equazione e un'equazione elastica, nel sdmsao coefficienti
Kj j sono coefficienti elastici di influenza, che cobeg le 194 component
di forza nodaleF; , alle 194 componenti di spostamento nodal&Questa
equazione elasticava cambiata in un&@quazione geometricatale che
cioe esprima il vincolamento del grado di liber@b] tale cioe che la sua
soluzione sia, come richiesto dal vincolamentora&lo 53 lungo<, 105 =
0 , indipendentemente dai valori assunti da tuttealtre 194-1 = 193
componenti di spostamenti nodali.

A questo scopo l'equazione (2.7.1) va alteratanm@dlo seguente.
Relativamente alla matrice di rigidezza, tutti ieffecienti K15 vanno
annullati, tranne il termine diagonafgos 105 , che va posto uguale ad 1 .
Relativamente al vettore dei termini noti, che ragga le forze esterne
imposte, si deve attribuire al termirkgps il valore dello spostamento
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imposto, in questo caso il numero 0 . Proprio itdfahe il termine noto
corrispondente al grado di liberta 105 non rappreégau una forza ma
uno spostamento, tradisce la nuova natura geomg&iaon piu elastica,
dell’equazione di indice 105 . L'equazione (2.ditgnta:

0=0x0,+0%x09,+...+1x 9y +...+ 0X O g3+ OX J;9y=

0=1% 0
(2.7.2)

Nellequazione (2.7.2) l'incognita ¢y5 . La soluzione di tale
equazione € immediatamentgs = 0 , indipendentemente da tutti gli
altri valori di spostamento .

Si considera nel seguito, sempre in relazione atolamento del
grado di liberta 105 , non solo I'equazione 10% lanmatrice di rigidezza
della struttura nel suo complesso, prima che ia @sfgano effettuate le
modifiche che esprimono il vincolamento del gradblerta 105 .

e A — 1 A

Fl K1,1 KZLZ - KZI,105 . K 1193 K 1194 61
FZ K2,1 I‘<2,1 . K 2105 - K 2193 K 2194 62

.
AL
VT

|:105 — K1051 K1052 . K 105105 - K 105193 K 105194 6105

|:193 K193,1 K193 2 - K 193105 - K 193193 K 193194 6193
L I:194/ L K194,1 K194 2 - K 194105 - K 194193 K 194 154\6194/

(2.7.3)

Introducendo nella matrice di rigidezza e nel temeninoto le
modifiche imposte dal vincolamento del grado defid 105 , si ottiene:
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e A — 1 r A

I:1 Kl,l KZLZ . I‘<ZI,105 . K 1193 K 1194 61
I:2 K2,1 K2,1 . K 2105 - K 2193 K 2194 62

{of=l 0 0 . 1 . 0O 0 s
F193 K193,1 K 1932 - K 193105 - K 193193 K 193194 6193
L |:194/ L K194,1 K 1942 - K 194105 - K 194 193 K 194 19 4\5194/

(2.7.4)

La matrice di rigidezza nella (2.7.4) , che pringh\dncolamento era
simmetrica, perde la sua simmetria in seguito aiedifiche di
vincolamento. Tale fatto € particolarmente nociabodche i solutori del
sistema di equazioni lineari del tipo (2.7.4) chie impiegano nei
programmi commerciali traggono vantaggio dalla setria della matrice
di rigidezza, riducendo considerevolmente il numeto operazioni
necessarie alla definizione delle incognite, rispatd un solutore che non
sfrutta la simmetria della matrice di rigidezzal@skruttura.

Ci si domanda quindi se e lecito annullare tuttieimini della
colonna 105 , oltre che quelli della riga 105 nia il termine diagonale,
che diventa unitario. La risposta e affermativa cato di spostamento
imposto nullo. Infatti, dato chegys € stato imposto uguale a 0 tramite la
modifica effettuata sulla equazione 105 , i prad€itios 105, conn 105
, fisultano tutti nulli, dato che appunigs = 0 . Se quindi i prodotp, 105
105 sono tutti nulli non solo perchgs = 0 , ma anche perch&, 105 €
stato imposto uguale a 0 (sempre eonl105) , non si apporta alcuna
ulteriore modifica al sistema di equazioni line@spresso in forma
matriciale in (2.7.4) . Si conclude che, nel cassmbstamento imposto
nullo relativo al grado di liberta, € lecito annullare non solo i coefficienti
della rigan della matrice di rigidezza, ma anche i coefficietgila colonna
n, tranne il termine diagonale, che va posto ugadld . La matrice di
rigidezza ed il vettore dei termini noti sono quind
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e A — 1 r A

I:1 Kl,l Kl, 2 0 K 1193 K 1194 61
I:2 K2 1 K2,1 0 K 2193 K 2194 62
{o0t=l 0 0 .1. O 0 148t

K 193193 K 193194 6193
K 194193 K 194194 \6194/

F193 K193,1 K 1932 -
L |:194/ L K194,1 K 1942 -

o o -

(2.7.5)

Si sottolinea che in questa versione del vincolamés matrice di
rigidezza rimane simmetrica, aspetto che consentertservare vantaggi
computazionali.

Si € gia notato che e lecito annullare terminiigare di colonna
soltanto se lo spostamento imposto e nullo. Unocstspeento imposto
nullo & caratteristico di una zona incastrata deftattura, zona i cui nodi
non devono spostarsi perché incastrati. Se invec@essa ad una
guarnizione elastomerica compressa per esempidl@#l , i nodi del
modello discretizzato della guarnizione a contattol piano di
schiacciamento della guarnizione devono spostgwer, simulare la
compressione della guarnizione stessa. In questosiampongono quindi
schiacciamenti non nulli.

Si considera nel seguito come alterare la matricegitlezza ed |l
vettore dei termini noti, in modo che la componeditespostamentqgs
assuma un valore non nullo, per esempio valgaQ€corre, similmente a
guanto gia fatto nel caso di spostamento imposttho,numodificare
I'equazione 105 in modo chegs valga 10 . Basta quindi annullare tutti i
coefficienti della matrice di rigidezza della stura della riga 105 , tranne
il termine diagonale, che deve essere imposto egadl 1 , ed inoltre
occorre porre il termind-1o5 uguale allo spostamento imposto 10 . Si
ottiene:

10=0x9,+ 0x 0, +...+ IxJp5+...+ OX Jg3+ OX 019, =

10=1x 905
(2.7.6)
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Le modifiche al sistema di equazioni espresse imonmatriciale
sono:

e A — 1 r A

I:1 Kl,l KZLZ . I‘<ZI,105 . K 1193 K 1194 61
I:2 K2,1 K2,1 . K 2105 - K 2193 K 2194 62

110 ,=1 O o . 1 : 0 O 140057

|:193 K193,1 K193 2 - K 193105 - K 193193 K 193194 6193
L |:194/ L K194,1 K194 2 - K 194105 - K 194193 K 194 154\6194/

(2.7.7)

Anche questa volta, la matrice di rigidezza nella (7) , che
prima del vincolamento era simmetrica, perde lasoanetria in seguito
alle modifiche di vincolamento. Ci si chiede quirsdi e lecito annullare
tutti i termini della colonna 105 , oltre che quelélla riga 105 , tranne il
termine diagonale, che diventa unitario. La rispasinegativa nel caso di
spostamento imposto non nullo. Infatti, dato g¢hge stato imposto uguale
a 10 tramite I'alterazione compiuta sulla equazib®® , i prodottiKy, 105
105, conn 105 , risultano generalmente non nulli, dato @ppuntoigs =
10 . Si noti pero che adesso i prodéiiios 105 Sono diventati termini
conosciuti perchd 105 € noto, e anchgps € noto e vale 10 . Allora il
posto naturale di tali prodotti diventa il vettadei termini noti, che va
aggiornato come mostrato nel seguito, mentre lanc@Kp 105 (conn
105) rimane svuotata del suo termine, spostateraiihi noti, e quindi puo
essere posta uguale a 0 :

[ F-Kis0105 | [ Kiu Kz - 0. Kyos Kigos|[ 8]
FZ - K2,1056 105 K2,1 K2,1 . O . K 2193 K 2194 62
3 10 r= O O . 1 . O 0 9 6105 -
I:193_ K193 1056 1045 K193\1 K1932 . O . K 193193 K 193194 6193
L |:194 - K194; 1056 10.'4 L I‘<194,1 K 1942 - O . K 194 193 K 194 194 \6194)
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Si noti che con questa
versione del vincolamento la
matrice di rigidezza rimane
simmetrica.

N Se S vincolano

@ | N \v simultaneamente i due gradi di
\ L <

S liberta di un nodo, si modella
una cerniera, dato che soltanto
la rotazione non € preclusa. Se
invece si vincola soltanto una
delle due direzioni tra loro
ortogonali, si modella un
Figura 2.7.1 carrello, dgto che il nodo si puo
spostare liberamente lungo una
direzione ma non lungo la direzione ortogonalesiSeuole imporre che
una zona della struttura sia incastrata, tutti dindi quella zona vanno
vincolati come cerniere, in modo da imporre spostaimmulli in tale zona.

Si osserva infine che in questo Paragrafo si eidereto soltanto un
vincolamento lungo gli assi coordinatey , e non un vincolamento lungo
direzioni non orizzontali o verticali, ma inclinatln pratica pero si puo
incontrare la necessita di imporre carrelli noneorati lungo gli assi
coordinati, ma lungo direzioni oblique. Si considmsr esempio il caso di
una guarnizione inserita in una cava a coda diinend~igura 2.7.1 . I
contatto tra guarnizione e pareti inclinate deleva; se assunto senza
attrito, deve essere simulato con carrelli obliqui.

Si dimostra inoltre che la matrice di rigidezzalaskruttura, che era
semidefinita positiva prima dell'imposizione dehevlamento, dopo tale
imposizione diventa definita positiva, e quindi nsimgolare, e quindi
invertibile.
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2.8 Soluzione in termini di spostamenti e calcoloalle tensioni

Una volta che la matrice di rigidezza ed il vettoes termini noti
sono stati modificati per esprimere il vincolamemimdale, il sistema di
equazioni lineari le cui incognite sono gli spostan nodali & pronto per
essere risolto, fornendo appunto i valori delle ponenti lungox edy
degli spostamenti per tutti i nodi della struttufaittavia da un punto di
vista progettuale gli spostamenti sono raramentkatb piu significativo,
mentre risulta piu rilevante calcolare le tensidmiconoscenza delle quali
permette di effettuare calcoli a resistenza detlatsira.

Le tensioni si calcolano elemento per elementoadetinoscenza
delle sei componenti di spostamento, tre lumge tre lungoy , dei tre
vertici di ogni elemento triangolare, vertici cheivano a tre nodi della
struttura. Operativamente, si ricalcola elementogbemento la matrice 36
B dell'elemento, la si moltiplica per il vettore ldekei componenti di
spostamento nodale relativo ai tre vertici deliredato in questione,
ottenendo cosi le tre deformazioni all'internol'dieimento. Infine, le
deformazioni vengono moltiplicate per la matrice B che esprime la
legge di Hooke, ottenendo le tre tensioni :

c=DBod (2.8.1)

Questo calcolo delle tensioni chiude la risoluziaheun problema
strutturale agli Elementi Finiti.
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2.9 Confronto tra la teoria degli Elementi Finiti e la soluzione di un
tubo

Si propone il seguente confronto tra la soluzionaliaca delle
tensioni e deformazioni in un tubo e la teoria agpimata degli Elementi
Finiti.

Tubo Elementi Finiti

Equazione di equilibrio in termini di
Equazione di equilibrio in termini di
Equazione di equilibrio in termini di

Soluzioneesattain u Imposizione funzionapprossimatain u,v
Calcolo dau Calcolo in funzione av
Calcolo da Calcolo in funzeodiu,v

Imposizione condizioni al contorno  Imposiziaiaichi e vincoli
Soluzione approssimatauim
Calcolo approssimato aa
Calcolo approssimato da
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3 Principi di corretta meshatura

Il campo tensionale e deformativo ottenuto conElémenti Finiti
cambia al variare del mesh impiegato per discrateforgano meccanico.
Alcuni tipi di mesh forniscono, a parita di numeationodi e di elementi,
risultati piu accurati. Si elencano nel seguitoualcprincipi che devono
guidare il progettista nella discretizzazione dehponente meccanico.
Occorre infittire il mesh dove si prevedono atadjenti di tensione.

E necessario impiegare un mesh che passi gradut@ndalle zone

meshate fitte alle zone a mesh rado, evitando shedo sia circondato da
elementi ad area molto diversa tra loro.

Occorre evitare di impiegare elementi finiti mottistorti, per esempio un
triangolo molto allungato od un elemento quadmiata forma di rombo

molto allungato. Se si lavora in grandi deformagioecorre anche evitare
che il mestdeformato diventi molto distorto.

La Figura 3.1 presenta il mesh tridimensionalerdpiede di biella.

Figura 3.1
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4 Esercizi risolti

4.1 Si consideri la struttura di Figura 4.1.1 (a) ricata da un sistema di
forze autoequilibratd® . Tale struttura é labile, dato che ammette moti
rigidi. Di conseguenza gl

- : spostamenti sono determinati a

; 8 g a8 g meno di componenti rigidi, e
@@ - @@ . | quindi non sono univocamente
® S definiti. Da un punto di vista
HIEY/ VO e/R @ matematico, la matrice di rigidezza
della struttura non e definita

1V OION FOIDN positiva, ma semidefinita positiva,
‘ b e quindi non invertibile. Per poter

P P risolvere agli Elementi Finiti la
<Q> <b> struttura di Figura 4.1.1 (a) ,
occorre quindi eliminare i moti

_ rigidi, vincolandola pero in modo
Figura 4.1.1 da non introdurre indesiderate
costrizioni non fisiche. La Figura 4.1.1 (b) presertra i vari possibili, un
vincolamento corretto, costituito da una cernidnacgo 1 e da un carrello
al nodo 7 , vincolamento che non limita la posg#itella struttura di
deformarsi, ma preclude soltanto gli indesiderabtinrigidi. In altre
parole, i1 vincoli introdotti non assorbono alcum@zione vincolare. Con
I'imposizione di questo vincolamento, la matriceigidezza della struttura
diventa definita positiva e quindi invertibile.

4.2 La Figura 4.2.1 (a) rappresenta il mesh di untgudirtubo soggetto ad
una pressione internp . La struttura di Figura 4.2.1 (a) non & pero
equilibrata, ed e anche soggetta a
moti rigidi, per cui occorre
introdurre vincoli in grado di
eliminare i moti rigidi. La Figura
421 (b) mostra un corretto
vincolamento, che consiste
nell'imporre carrelli scorrevoli in
direzione verticale ainodile 2, e
Figura 4.2.1 scorrevoli in direzione orizzontale
ai nodi 9 e 10 . Tali carrelliimpongono la costiize che le due sezioni del
tubo corrispondenti alla coppia di nodi 1 e 2 , e 80 , possono soltanto
spostarsi radialmente, coerentemente con la fsiadel problema.
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L'impiego di un vincolo a cerniera sarebbe scarrgierché impedirebbe
gli spostamenti radiali del tubo, che sono fisicatagossibili.

| vincoli producono in questo caso reazioni vincgla differenza
della struttura di Figura 4.1.1 , dove i vincolirodotti per eliminare i moti
rigidi non producevano reazioni vincolari.

Si osserva che le forze applicate ai nodi 1 e &iydnti dagli effetti
della pression@ , devono possedere una intensita inferiore athamenti
forze, coerentemente con le osservazioni svolt®ardgrafo 2.6 .

Si nota infine che, approfittando della assialsitnraegeometrica e
di caricamento del tubo, si € potuta studiare stitauna parte di tale
struttura. Se il programma agli Elementi Finitilunabe tra i vincoli soltanto
carrelli scorrevoli lungo due direzioni tra lorot@gonali, € non consente
carrelli obliqui, la parte piu piccola di una sturt assialsimmetrica, quale
il tubo, che si puo esaminare, € un quarto ditstrait Se pero si hanno a
disposizione carrelli obliqui, basta studiare urla fadiale di elementi
finiti, e quindi una struttura con un numero di hiblto inferiore.

4.3 La Figura 4.3.1 (a) rappresenta la discretizzazidnmeta di un tubo
con due sporgenze alle estremita del diametro amiate, soggetto a
pressione internp . La struttura di
Figura 4.3.1 (a) non é equilibrata
in direzione orizzontale, ed e
soggetta a moti rigidi. Occorre
quindi introdurre vincoli che
precludano i moti rigidi senza
introdurre vincoli non fisici. A tal
scopo, Si impongono per esempio
tre carrelli a scorrimento verticale
ai nodi 2,17 , e 18 , ed una
cerniera al nodo 1 . Se si fossero
Figura 4.3.1 impiegati quattro carrelli, la

struttura sarebbe stata ancora labile verticalm&iteonfronti questo caso
con quello di Figura 4.2.1 .

Si noti che, a causa delle sporgenze non simmetnehtubo, non si
puo studiare soltanto un quarto di tubo, ma ocoowresiderarne al minimo
meta.
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4.4 Gli Elementi Finiti vengono spesso impiegati paluare il Fattore di
Forma relativo alla concentrazione di tensioni irgami con intagli.
Tuttavia si € notato che, quando sono disponibilon esatti di , € quindi
e possibile esaminare la precisione dei risultdBruti con gli Elementi
Finiti , tali risultati numerici tendono a fornirealori di k lievemente
inferiori a quelli esatti, pur non essendo quessultato di validita
generale.

Si esaminano nel seguito le ragioni fisiche chetgmmr a questa
sottostima di . La Figura 4.4.1 mostra il mesh di un quarto rth piastra
forata. Gli Elementi Finiti forniscono una tensiooestante all'interno di
ogni elemento, tensione rappresentata tramite togresmma in Figura
4.4.1 . Tale tensione numerica € in genere molisgama al valore medio,
sull'elemento finito, della tensione esatta. (Psatemente, gli Elementi
Finiti forniscono un valore accurato della medidl'eeergia, piu che della
tensione.) Di conseguenza, in presenza di altiigndidtensionali, quali
quelli incontrati in prossimita di intagli, il vale tensionale medio
sottostima il valore massimo, e questo fatto diestiil risultato che gli
Elementi Finiti in genere sottostimano il piccolesdi tensione, e quindi
sottostimano anche . Infittendo il mesh, si ottengono risultati
progressivamente piu accurati.

Questa tendenza a sottostimare le tensioni massipné accentuata
con elementi finiti meno capaci di
tensione degli Elementi Finiti esprimere alti gradienti tensionali,

tensione teorica | @ quindi gli elementi finiti
triangolari, caratterizzati da

tensione costante al loro interno,

risultano 1 meno indicati a
rappresentare alti gradienti
tensionali.
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5 Esercizi proposti

5.1 Disegnare tre mesh formati da elementi finitirigalari, il primo nel
guale il numero di nodi € minore del numero di edat) il secondo nel
quale il numero di nodi e uguale al numero di elaimesd il terzo nel
guale il numero di nodi € maggiore del numero eelnti.

5.2 Per ottenere che un nodo abbia uno spostamentsimpullo o non

nullo, si attribuisce (tra l'altro) il valore 1 abefficiente diagonale nella
riga della matrice di rigidezza relativa al grado lidberta del nodo

vincolato. Il vincolamento funziona correttamenteclae attribuendo al
termine diagonale un termine diverso da 1 , pempge2 ? Si suggerisce
di distinguere tra spostamento imposto nullo e malfo.

5.3 Una tecnica di vincolamento dello spostamento indog , alternativa

a quella presentata nel Paragrafo 2.7 , considtelefenire un numero
molto altoC , per esempi€ = 1.10, nel moltiplicare pe€ il coefficiente
diagonalek; j nella riga della matrice di rigidezza relativa eadp di liberta

I del nodo vincolato, ed infine nel sostituire aintene noto della stessa
riga lo spostamento imposto; moltiplicato perC kjj . L'equazione
espressa da tale riga € formata da molti termiocqhi relativamente a
quelli che contengon€ . Trascurando i termini piccoli, tale equazione
diventa:

Ck;u=Ck; o = o=y

e quindi lo spostamento incognitoassume il valore dello spostamento
impostou; , come richiesto. Tale tecnica € piu sempliceudillq presentata
nel Paragrafo 2.7 , dato che non prevede alteradidutti i termini di riga

e colonna, ma é piu imprecisa. In particolare, sotato che tale tecnica
puo produrre errori rilevanti nel calcolo delle sami nel caso di materiali
scarsamente comprimibili. Spiegare le ragioni fisiadi questo cattivo
comportamento.

5.4 Si esamini se I'elemento finito triangolare e agtalibrato, oltre che
alla traslazione, anche alla rotazione.

5.5 Si consideri una biella automobilistica. La si &gsimi come
problema piano, e si consideri il suo caricamehfouato morto superiore
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In fase di combustione e di
incrocio. Studiare come
caricare la biella, e come
approfittare delle

simmetrie geometrica e di
carico.

56 Si consideri la

meshatura di Figura 5.6.1.
Quali elementi finiti hanno
la stessa matrice di
3 rigidezza dell'elemento ?

82 28

N
N

P&

WO B~O

ORI

1

5.7 Si esamini il mesh di
Figura 57.1 Figura 5.7.1. Si discuta
come vincolarlo e
caricarlo in modo che esso
descriva corret-tamente: 1) una lastra forata; 123 lastra lateralmente
doppiamente intagliata; 3) una lastra con infifati in serie; 4) una lastra
con infiniti fori in parallelo.

Figura 5.6.1

5.8 Con gli Elementi Finiti si puo simulare con preois il problema di

una forza concentrata trasversale applicata pengeead un semipiano
deformabile, oppure gli Elementi Finiti tendono @nire un risultato

sempre relativo ad un carico distribuito ancheusdisuina zona ristretta, e
mai veramente concentrato?

5.9 Si é finora considerato soltanto un vincolamentcspastamento
imposto. Si consideri nel seguito un vincolo cedevalla Winkler,
caratterizzato da una cedevolezza rnotaed agente su di un solo nodo
della struttura in direzione . Si esamini come occorre alterare la matrice
di rigidezza per simulare tale vincolo cedevole.

5.10Impiegando la terminologia dell'Effetto Intagli@ tensioni calcolate
col metodo degli Elementi Finiti, almeno nella steamulazione piu
semplice, quella sviluppata in questo testo, soewosioni nominali,
teoriche, od effettive?

5.11 Quando gli Elementi Finiti vengono impiegati perscigvere una

trave incastrata ad una estremita e caricata ddouna trasversale all'altra
estremita, caso per il quale e disponibile la Sohe esatta, si nota che gli
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spostamenti numerici risultano apprezzabilmenteppacisi delle tensioni
numeriche. Interpretare fisicamente questo risultat

5.12 In Figura 5.12.1 e rappresentato un semplice nfesmato da
elementi triangolari piani, nella configuraziona@formata e deformata.
Nel mesh deformato si e rappresentata una apdaraugli elementi finiti
(1) e (2). Discutere se tale apertura € matemaéngémcoerente con la
teoria degli elementi finiti triangolari. Discuteneoltre se tale apertura e
compatibile con la teoria di un elemento finito dukatero sviluppato
secondo il Paragrafo 2.1.1 , ed eventualmentecardi una teoria di un
elemento quadrangolare che permetta che avvengmntuee tra elementi

adiacenti.

mesh indeformato

apertura

mesh deformato

Figura 5.13.1

Figura 5.12.1

5.13 In Figura 5.13.1 sono rappresentati
due elementi finiti triangolari (a) e (b) di

forma uguale ma di dimensioni differenti.

Quale dei due elementi finiti & piu rigido, e
cioe si deforma di meno quando viene
assoggettato a carichi imposti? In altre
parole, quale elemento finito possiede la
matrice di rigidezza con termini maggiori in

valore assoluto?
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5.14In Figura 5.14.1 é rappresentata una semplicétwtaudiscretizzata
con tre mesh differenti, (a) , (b) , (c) , e sotmged un caric® applicato al

nodo 4 . | nodi lungo

i / | 2 | 2 tre lati della struttura
o o ) sono incernierati.
® ® Individuare su basi

3 ‘s L fisiche quale
© © meshatura &  pil

® @ @ cedevole rispetto al
A SO SO caricoP , e cioé quale
(a) (&) (c) meshatura produce |l
massimo spostamento

Figura 5.14.1 lungox del nodo 4 .

5.15Si consideri un problema di contatto tra corpiodefabili, risolto agli
Elementi Finiti. La teoria dei problemi di contaftudica che la tensione
perpendicolare al profilo di contatto si deve tratere con continuita nel
passaggio da un corpo all'altro, si veda il Capitsui Problemi di
Contatto. La soluzione agli elementi finiti risgetiguesta proprieta
esattamente oppure soltanto in modo approssimato?

5.16 Si consideri il mesh di Figura 5.16.1 , estrattdlad bibliografia

VAV AV VA
VAV AVAVA

T 77777
VI [ 77 77

' N NV VA W |
\\\\\\\\\\\\\

Figura 5.16.1

pertinente, che rappresenta un quarto di
tubo a profilo interno circolare ed

esterno quadrato, soggetto ad una
interferenza radiale al bordo interno in
grado di produrre elastoplasticita nel
tubo. (In pratica, un tampone viene
forzato con interferenza nel foro.)

Tenendo conto delle simmetrie di

geometria e di carico, discutere se l'aver
meshato un quarto di tubo rappresenta
la soluzione numericamente piu

vantaggiosa.

Error! Bookmark not defined.



6 Libri sugli Elementi Finiti

BECKER, E.B. , CAREY, G.F., ODEN, J.T. (198HBinite elements, an
introduction. Prentice-Hall, New Jersey.

COOK, R.D. , MALKUS, D.S. , PLESHA, M.E. (1989 oncepts and
applications of finite element analysis. Wiley&Sons, N.Y.

ZIENKIEWICZ, O.C. (1977).The finite element method. McGraw-Hill,
London.

7 Articoli sugli Elementi Finiti

CHAN, Y.W. (1994).Measurement of in plane residual displacement dueto

interference fitting by TV-holographic interferometry. Strain, August, pp.
91-94 .
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Il caricamento continuo lineare e coerente coi lkeVatuali

Contatti : gli Elementi Finiti sono insostituibitierche' soluzioni teoriche
sono troppo complesse. Caso dello spinotto autdistido.

| termini diagonali della matrice di rigidezza squasitivi.

+Carichi distribuiti: come cambiarli in concentrati

+Quanti termini al massimo sono non nulli per riga

+Vincolamento: matrice definita positiva

+La simmetria della matrice di rigidezza dell'elertaefinito e la simmetria
della matrice di rigidezza globale

+Equilibrio delle forze nell'elemento finito triaolgre

+Matrice di rigidezza simmetrica e semidefinitaipoa

+paragone tubi-elementi finiti

+Lavori virtuali: calcolo in media

+| lavori virtuali vengono usati per trovare unduzoone approssimata e
non esatta.

+Parti collegate ai nodi, parti collegate agli edertn

+Tensioni e deformazioni generalizzate

+Vincoli obliqui

+funzioni con gli alpha per I'elemento quadrato

Esercizi.
Piede di biella piano: meta spinotto

Mesh: elemento triangolare molto lungo
Mesh:esempio della derivata seconda

?Caso assialsimmetrico sezionato lungo l'asserinstria

+Non si possono simulare carichi concentrati: esempussinesque

+Gli Elementi Finiti sono piu precisi sugli sposmi

+disegnare un mesh con element triangolari, inilcaumero di nodi e
minore, uguale o maggiore del numero dei nodi.

+Vincolo a spostamento imposto nullo: numero 1iagdnale principale,
anche diverso da 1

+Vincolamento con numeri diagonali molto grandi

+In un mesh, quali elementi finiti hanno la stessdrice di rigidezza
+Piastra forata. Con vincoli diversi, quali struéupuo descrivere?
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tensioni matematicamente infinite

Figura 2.4.2

+Strutture e vincolamenti: trave con carichi autokorati. Tubo: 1/2 e 1/4
+Sottostima dell'alfak

+Errore di mesh di tubo quadrato esterno e ciredlaerno
+Bibliografia tubo!
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