TENSIONE IDEALE

1 Introduzione

Una indagine totalmente sperimentale sulla resistatei materiali
sottoposti a sollecitazione composta dovrebbe @menish esame gli effetti
di tutte le possibili combinazioni delle tre tensigrincipali1 , 2 e 3,
valutando sperimentalmente se il materiale, quarnidone sottoposto ad
uno specifico stato tensionale definito dalle &stoni principali, resiste o
collassa. Il problema si complica ulteriormentergi@si considerano non
solo tensioni statiche, ma anche affaticanti ddte, wltre a tutte le
combinazioni delle tensioni principali, occorrereblnche esaminare le
innumerevoli combinazioni dei vari cicli affaticardi tali tensioni. Per
esempio, una tensione principale potrebbe esséaticahte all'origine,
una all'inversione, ed una statica. Si concludewhapproccio totalmente
sperimentale in grado di giudicare la resistenzantgeriali soggetti a
tensioni statiche od affaticanti non é di fatto tsalule, a causa del numero
troppo elevato di prove sperimentali che questagafora comporterebbe.

Si osserva inoltre che, relativamente alla resrstethegli acciai da
costruzione, sono in genere disponibili scarsi datavati da prove
uniassiali statiche e, meno frequentemente, affiatic La piu comune
prova statica € la prova a trazione semplice, radatpiu frequente prova
affaticante e quella a flessione rotante.

Questa impossibilita pratica di esaminaperimentalmentelo stato
triassiale nella sua complessita per decidere delestenza statica od a
fatica del materiale, ha di fatto reso necessanwiego di un approccio
teorico semplificato. Si cerca cioé di individuare per tearica uno stato
monodimensionale che sia equivalente allo stattintensionale, tale cioé
che i due stati tensionali, quello triassiale ¢ffet e quello
monodimensionale equivalente, producano la stessferasnza del
materiale. Per esempio, quando lo stato monoassilsa snervamento,
anche lo stato tensionale triassiale, se e daveguovalente a quello
monodimensionale, deve produrre lo snervamentor@geriale. In altre
parole, in questo caso la formula della tensionevatente esprime quale
combinazione delle tre tensioni principali causargamento del materiale.

Dalle osservazioni precedenti si deduce l'impouatel concetto di
tensione equivalente: essa permette di ricondarséalo triassiale effettivo
ad uno monodimensionale, molto piu facilmente comtfibile con i dati
sperimentali unidimensionali di resistenza dei malie mettendo quindi in
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grado il progettista di prevedere se il componangrcanico resiste o
collassa. Dato che lo stato monoassiale fondaneegtguello di trazione
(o compressione) semplice, la formula della tersi@guivalente puo
essere interpretata come un mezzo per riconduree steto tensionale
generico ad uno stato di trazione semplice. (Siecomateriali metallici

resistono meglio a compressione, per agire in f@awella sicurezza é
meglio interpretare lo stato monodimensionale cdirteazione pura e non
come di compressione semplice.) Piu in generalesi snsiderano non
solo i caricamenti statici ma anche quelli affaticale formule della

tensione equivalente applicata a casi affaticamtmettono di trasformare
uno stato triassiale affaticante in uno monoassitisgicante.

Sfortunatamente i nostri livelli di conoscenza rorpermettono di
sviluppare teoricamente formule della tensione \ejante talmente
accurate che i due stati tensionali, quello tredssieffettivo e quello
monodimensionale equivalente, producano effettigt@mente uguali di
danneggiamento del materiale per tutte le combomazstatiche ed
affaticanti delle tensioni principali. Una teorisatta dovrebbe infatti
essere in grado di fornire, per carichi statici,aurguaglianza di
danneggiamento del materiale sia relativamentessgyvamento che alla
rottura, mentre per carichi affaticanti la teor@/ebbe essere ugualmente
applicabile a cicli all'origine e all'inversioned eddirittura in grado di
prevedere correttamente una resistenza a tempdisiéo che definito.

Da un punto di vista applicativo, il massimo riatit per ora
conseguibile e una formula della tensione equitalehe garantisca che i
due stati tensionali, quello triassiale effettivaj@ello monodimensionale
equivalente, producano uguali effetti nocivi relathnente ad aspetti
facilmente quantificabili, correlati in qualche nwdlla resistenza dei
materiali. Per esempio, una tensione equivalentéonmpiegata si fonda
sull'assunzione che Ilo stato tensionale monoassiale quello
tridimensionale sono equivalenti quando le lororgigedi distorsione sono
uguali. (L'energia di distorsione € correlata alé&dormazione deviatorica
del cubetto infinitesimo, cioé alla parte distoeselle tensioni, mentre si
assume che la deformazione volumetrica, assocltgparte idrostatica
delle tensioni, non danneggi il materiale.) L'emergi distorsione e
facilmente quantificabile, cioe esprimibile in fuoze dello stato
tensionale triassiale, e permette di esprimere dtgndi equivalenza tra
stato monoassiale e tridimensionale, cioé consed&o uno stato
tensionale tridimensionale, di calcolare lo statonodimensionale che
possiede la stessa energia di distorsione delko $tessiale. Secondo
guesta teoria della tensione equivalente, si asstimell materiale cede
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guando l'energia di distorsione e troppo alta, taddo quindi I'energia di
distorsione come il parametro correlato alla resisa del materiale.

Tale ipotesi risulta abbastanza aderente alla &eatha non
inappuntabile. Per esempio, per uno stato triasdiahergia di distorsione
e esprimibile in funzione dei quadrati delle tensiprincipali, e cioe
rimane la stessa per un certo stato tensionaler einpe stato tensionale
ricavato dal primo invertendo a volonta i segnil@éénsioni principali. |
dati sperimentali mostrano invece chiaramente cimeateriali metallici
meglio sopportano tensioni compressive, cioé negatispetto a quelle
trattive. In conclusione, una tensione equivalefb@data su basi
energetiche non riesce a differenziare tra unw dttsionale trattivo ed
uno compressivo, mentre i dati sperimentali mostrelme la resistenza a
compressione € piu alta della resistenza a trazibmeonclusione, una
formula della tensione equivalente basata sul @dodistorsione non e in
grado di individuare uno stato tensionale monodsrerale che danneggi
il materiale esattamente come I'effettivo stateitmale tridimensionale.

Si noti infatti che si parla di "tensione equivdaEhe non di
“"tensione uguale”, perché l'equivalenza, tra ltostidassiale effettivo e lo
stato monodimensionale equivalente, non &€ completa, limitata a
particolari aspetti dello stato tensionale. Si nabltre che, nel mondo
anglosassone, si usa il termine fin qui usatoteinsione equivalentg
mentre in Italia si parla diténsione idealé. |l termine anglosassone
appare piu espressivo. In questo testo si usanaeitdrmini in modo
intercambiabile, ma nella pratica ingegneristicamls&@ opportuno
impiegare la terminologia italiana, cioe "tensiadeale”, semplicemente
perché e terminologia molto piu diffusa.

La Figura 1.1 presenta un cubetto soggetto ad tato gnsionale
triassiale completo, ed il cubetto soggetto allasiene equivalente. La
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sofferenza del materiale soggetto alle tensiorpmagentate nei due cubetti
dovrebbe essere la stessa.

Il termine "equivalente" viene impiegato in ques$ésto anche in
relazione agli elementi finiti (vedi il relativo @&olo), dove si parla di
"forze nodali equivalenti". Le tensioni esistenitlimerno di un elemento
finito possono essere pensate come causate dagjgpieate ai nodi, dette
"forze nodali": Tali forze riassumono quindi lo tetdensionale all'interno
di un elemento finito, ed in questo senso la lorespnza equivale alla
presenza delle tensioni nell'elemento. Queste foreagono percio
chiamate "forze nodali equivalenti”. Il loro valoveene calcolato su basi
energetiche, ponendo quindi una equivalenza traeforodali e stato
tensionale interno all'elemento basata sull'enertjigparagone con la
tensione equivalente secondo il lavoro di distersiorisulta adesso
stringente.

Aot (I7

Tensioni ideali
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2 Teorie del collasso

Si considerano nel seguito le principali formulazidella tensione
ideale che sono state proposte. Alcune di quesieetsi sono rivelate
inesatte, e sono quindi state abbandonate nellacgrangegneristica.
Vengono comunque qui riportate perché conservanceuo significato
storico. In ogni caso, il fatto che sono soprawtissdiverse teorie della
tensione ideale € un segno della incertezza chagmer nella definizione
della equivalenza tensionale.

Alcune teorie sono adatte ai soli materiali fragiientre altre sono
applicabili soltanto a materiali duttili. E anchpportuno distinguere tra
tensioni ideali per carichi statici e tensioni ililgeer carichi affaticanti. Le
tensioni ideali per carichi statici vengono preasntper prime, dato che
sono gia state trattate nel corso di Scienza d@lsstruzioni, e
costituiscono quindi un richiamo.

2.1 Teorie del collasso per carichi statici
Le teorie fondamentali del collasso per carichiigtaono :

1) Teoria della massima tensione principale;

2) Teoria della massima deformazione;

3) Teoria della massima tensione tangenziale;

4) Teoria della massima energia di deformazione:
5) Teoria della massima energia di distorsione.

Nel seqguito si affrontano queste cinque teorie s¢pmente, per il
momento relativamente al solo caricamento statier. ogni teoria, Si
discute dapprima l'aspetto teorico di equivalenma dtato tensionale
triassiale e monodimensionale, e si deducono poirfaule operative della
tensione ideale per situazioni tensionali o assaiuni, 0 assai generiche.
Si elaborano separatamente formule per : (A) sgasionali piani (piu
esattamente, si intendono "di tensione piana") )} ¢Bati tensionali
tridimensionali. Relativamente agli stati tensiongiani, si sviluppano
formule per (Al) la situazione piu semplice daténa analiticamente di
stato piano (piu esattamente, si intende "di tewsipiana") riferito alle
direzioni principali, caratterizzato cioe dalla eaza di e dio, mentre la
tensionez viene supposta nulla perché lo stato € assuntendidne piana.
Si sviluppano inoltre formule per (A2) la situazéoncomunemente
incontrata di stato piano (si intende "di tensigmana") incompleto,
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caratterizzato cioe dalla presenzaydi dixy (mentre la tensiong viene
supposta nulla in uno stato piano incompleto etieapkbvendo supposto
uno stato piano di tensione, anchgz e y; vengono assunte nulle). Tale
stato tensionale viene per esempio incontrato ialbaro di trasmissione
soggetto contemporaneamente a flessione ed arterst sviluppano poi
formule per (A3) uno stato piano completo, car@rato cioe dalla
presenza dy, y e dixy (avendo assunto uno stato piano di tensigng; e
yz Sono nulle). Infine, si sviluppano inoltre formuyter (B1) uno stato
tridimensionale completo, quest'ultimo in genemgesso per semplicita in
funzione delle tre tensioni principali, e raramenspetto ad una terna non
principale, che richiede formule di tensione idepi@ complesse. Se si
incontra un caso tensionale triassiale di cui sibsgono le sei componenti
tensionali indipendenti, y, z, xy: xz » yz, Stato tensionale espresso cioe
rispetto a tre direzioni non principali, occorre@@pprima calcolare le tre
tensioni principali, e poi impiegare le formule ldeltensione ideale
espresse in funzione delle tensioni principali. Eigura 2.1.1 riporta i
quadrati e cubetti elementari, sollecitati dallatiee tensioni, per i casi
(A1), (A2), (A3),e (Bl1).
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Figura 2.1.1

Infine, per ogni teoria della tensione ideale, flettuano due
semplici controlli sulla bonta delle formulazioril. primo controllo &
relativo al fatto che ogni teoria di tensione igeabntiene al suo interno |l
valore del rapporto teorico tra tensione criticaeatensione critica a
rapporto che verra evidenziato per ogni teoriaadtdhsione ideale. Tale
rapporto teorico si puo interpretare come il rappdra la criticita a
trazione semplice (la tensione ) e la criticitioesibne (la tensione ). (Il
rapporto teorico potrebbe anche essere interpraetatoe rapporto tra
flessione semplice (la tensione ) e taglio (la items ), ma flessione e
sforzo normale producono valori sperimentali diistemiza abbastanza
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simili, mentre il taglio genera normalmente tensiomeno rilevanti della
torsione, e quindi € meno interessante.)

Si consideri un acciaio C40 . La tensione di ataiger carichi
statici e la tensione di snervamento. Per trazitassione, la tensione di
snervamento vale 360 - 430 MPa , mentre per toesiandi snervamento
vale 220 MPa . | dati sperimentali per questo aocida bonifica
dimostrano cheéa tensione critica a vale quasi esattamente il gpio
della tensione critica a. Questo rapporto e sostanzialmente valido per
tutti gli acciai da costruzione. Se quindi il legan@orico tra la tensione
critica a e quella a , implicito nella formulaz® della tensione ideale
considerata, si distanzia troppo dal valore speariaimente misurato di 2 ,
la formulazione della tensione ideale consideraia @ applicabile agli

teoria ().
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acciai.

Il secondo controllo riguarda il fatto sperimentalee i materiali in
genere, ed in particolare gli acciai, non sono dggrati da uno stato
tensionale idrostatico puro. Una sfera di acciaittdta nella fossa delle
Marianne non dovrebbe essere danneggiata dallsipnesdel mare, che
genera nella sfera una tensione idrostatica pwa. ¢orpo di forma
gualunque, purché senza cavita, oppure con cakdssprizzata, caricato
da una pressione, genera in ogni suo punto un@tengirostatica pura,
per cui non e necessario che la forma sia sferMantre € relativamente
semplice applicare ad un provino uno stato ten&ondrostatico
compressivq € sostanzialmente impossibile realizzare al sterno uno
stato idrostaticatrattivo . Bisognerebbe infatti pensare ad una sfera di
materiale, dalla cui superficie partono radialmamta serie di fili, posti in
trazione. Sperimentalmente pero i fili si spezzbezb prima che la
tensione idrostatica trattiva raggiunga un valomgnificativo. D'altro
canto, il fatto che sia cosi difficile imporre iabloratorio una tensione
idrostatica trattiva di valore significativo impdicche tale stato tensionale
di fatto non si incontra in organi meccanici reali.

La Figura 2.1.2 illustra gli stati tensionali rélatai due controlli
sopra menzionati.

Ad illustrazione dei problemi connessi alla resigte a trazione
idrostatica trattiva e compressiva, si riportaeijsente passo estratto da un
autorevole testo di Costruzione di Macchine :

Tests at high pressure have been performed in dberatory as
well; the Nobel Prize winner P.W. Bridgman at Hard/dJniversity has
made pressures as large as 1000000 Ib/sq in. arsdftvand that weak
materials such as ice (forzen water) did not cracider that stress. An
experiment with three-dimensional tension is muohendifficult than with
compression, but it has been performed once, byRihgsian scientist
Joffe. He took a solid glass sphere (a marble) emoled it off slowly and
gradually to the temperatura of liquid air. In thatate the marble
presumably was without stress. Then the marble taken out of the
liquid-air bottle, exposed to room temperature, aadefully watched. The
outside layers of the marble would warm up whike ¢knter was still cold.
The thermal expansion of the outer layers was preek by the cold
inside, thus putting the center of the sphere imrbstatic tension.
Although this tension could not be measured diyectt could be
calculated by the theories of heat conduction ardhave sufficient faith
that such calculations are not too far from thetlruThe calculation
showed hydrostatic tension at the center of thespfar greater than the

Error! Bookmark not defined.



ordinary, one-dimensional tensile strength of gldsst the center of the
marble remained clear and did not crack or tear.

Il secondo controllo sulle formule della tensiorgpiigalente viene
eseguito calcolando la tensione ideale per uno stiabstatico, trattivo o
compressivo. Ammettendo, come appare plausibildearstlla base del
passo sopra riportato, che una tensione idrostaséa trattiva che
compressiva, non danneggi il materiale, la tensioeale per uno stato
idrostatico deve valere zero, ad esprimere l'assdndanneggiamento del
materiale. Se quindi il rapporto tra la tensioneaié per uno stato
tensionale idrostatico ed il valore della tensiairestatica non € o nullo o
comunque molto piccolo, la formulazione della tensiideale considerata
non e corretta, almeno in vicinanza di uno statgitsmale idrostatico..

Se invece la formulazione di tensione ideale pagsesti due
controlli, cido non significa necessariamente chiotanulazione sia ottima,
anche se il soddisfacimento dei due test costguiscargomento a favore
della sua applicabilita. In altre parole questotamh vanno intesi come
condizioni necessarie ma non sufficienti per ladv& delle formulazioni.

Qualche volta i conti non tornano
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2.1.1 Teoria della massima tensione principale
(della sigma massima , dellgax | di Rankine , di Galileo , di
Lame)

Secondo guesta teoria, uno stato triassiale compleguivalente ad
uno monodimensionale trattivo quando il massimo umdlella tensione
normale eguaglia la tensione di trazione del cammodimensionale.
Siccome le tensioni principali possiedono propresé&remali, il massimo
in modulo della tensione normale si raggiunge e delle tre tensioni
principali. Di conseguenza, una riformulazione @d#oria della massima
tensione principale € la seguente: uno stato tal@sscompleto e
equivalente ad uno monodimensionale trattivo quairidpiu grande
modulo delle tre tensioni principali del caso tsiae eguaglia la tensione
di trazione del caso monodimensionale. In altr@leata tensione ideale e
il massimo modulo delle tre tensioni principali dako triassiale.

In uno stato tensionale piano riferito alle tensipnncipali 1 e o ,
caso (Al) di Figura 2.1.1 , la tensione ideale iadjul valore massimo tra

oy, oy (2.1.1.1)

In uno stato tensionale piano incompleto, caso @AZigura 2.1.1 ,
caratterizzato dalla presenzay@i diyy, le due tensioni principali, > nel
piano delle tensioni valgono :

o)
1}:9%1/0%4# (2.1.1.2)

o, 2

dove denota la sola tensione normale presentexGi@ indicayy . La
tensione ideale € il massimo tra i due valori asslaila (2.1.1.2) .

Piu genericamente, per lo stato tensionale piangpteto, caso (A3)
di Figura 2.1.1 , individuato dalla presenzaydidi y , e diyy , (avendo
assunto uno stato piano di tensiopgy;, € yzsono nulle) , le due tensioni
principali nel piano delle tensioni (la terza tems principale e nulla, dato
che lo stato e piano di tensione) valgono :

01 _GX+O-y 1 ~ > 5
02}' 2 "—LEJ(GX o,) +415 (2.1.1.3)
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Infine, per uno stato tensionale tridimensionalmpleto riferito per
semplicita alle direzioni principali, caso (B1)Eigura 2.1.1 , individuato
dalle tensioni principali , 2, €3, la tensione ideale e il valore massimo tra

o log ., |0y (2.1.1.4)

Si esaminano ora i due controlli esposti nel Pafag?.1 , il primo
sul rapporto, implicito nella teoria, tra tensioogtica a ed a , ed il
secondo controllo sul valore della tensione id@alpresenza di uno stato
tensionale idrostatico.

Se si calcola la tensione ideale per un caso diotggiro, Figura
2.1.2 , si deduce, per esempio dalla (2.1.1.2) padmenulla :

04 =T (2.1.1.5)

Quando la tensione raggiunge un valore che prolosaervamento
a del materiale, quando cioé si raggiunge lactidtia , la tensione ideale,
se producesse lo stesso grado di sofferenza delialat dovrebbe causare
lo snervamento a del materiale. (Snervamento rehpda tensione ideale
e rappresentativa di una trazione semplice). Ire giarole, se il primo
membro della (2.1.1.5), cioe la ideale, raggiutaecriticita, anche il
secondo membro della (2.1.1.5), cioe , deve ramggite la criticita :

Oig = cr:‘Tcr‘ = —=1 (2.1.1.6)

Quindi la teoria della massima tensione principadatiene al suo
interno un rapporto teorico di 1 tra la tensiondicar a e quella a
rapporto che troppo si discosta dal valore 2 misusperimentalmente per
gli acciai in relazione allo snervamento a ed @i conclude che la teoria
della massima tensione principale non e applicagleacciai.

Il secondo controllo riguarda uno stato idrostatman le tre tensioni
principali uguali tra loro, Figura 2.1.2 . Dalla.1.1.4) la tensione ideale
vale , cioe il rapporto tra la tensione idealead@dnsione idrostatica (in
modulo) vale 1 , e quindi la tensione ideale ndrascurabile rispetto a .
Di conseguenza, la teoria della massima tension&ipale non passa
neanche il test sulla tensione idrostatica cheigteh che, in presenza di
uno stato tensionale idrostatico, il valore dediasione ideale risulti molto
basso rispetto alla tensione idrostatica. Si caleclohe la teoria della

Error! Bookmark not defined.



massima tensione principale non € applicabile agtiai. Invece, tale
teoria e ritenuta applicabile a materiali moltagitia quali le ceramiche per
impieghi biomedici ed i vetri, almeno in una formzibne variata rispetto
alla teoria della massima tensione principale, sspoel seguito.

Secondo questa variazione della teoria della massiemsione
principale, la tensione ideale e la massima teespimcipale di trazione, e
non piu il massimo modulo delle tensioni principafifatti, dato che i
materiali in genere meglio sopportano le tensi@mpressive mentre mal
sopportano quelle trattive, qualora delle tre @msprincipali alcune siano
trattive ed altre compressive, le tensioni prinkipattive risultano molto
piu pericolose di quelle compressive, che quindigemo trascurate in
guesta variazione della teoria della massima taegioincipale.

Conviene quindi in questa variazione della teorglad massima
tensione principale riferirsi alle direzioni pripeili, ed assumere come
tensione ideale la massima tensione princighildrazione. Se le tre
tensioni principali sono tutte compressive, la i@ms ideale e nulla. Come
gia accennato, questa formulazione & quella comentmadottata per
materiali ceramici per impiego biomedico, matenedati per esempio nelle
protesi d'anca per la fabbricazione delle testineeramica sostitutive della
testa del femore.

Apparentemente sin dalla piu remota antichita crese conto che esiste
un rapporto costante fra la lunghezza del raggioudi cerchio e quella
della sua circonferenza, rapporto che venne ingicadn non prima del
XVIII secolo.

| numeri nella storia dell'umanita
Stefano Breccia
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2.1.2 Teoria della massima deformazione
(della epsilon massima, dellaax)

Si premette che la teoria della massima deformazioon viene
impiegata nella pratica ingegneristica. Tuttaviasiapresenta in questo
testo per ragioni storiche e per completezza.

Secondo questa teoria, uno stato triassiale camplequivalente ad
uno monodimensionale trattivo quando il massimo ulmwddella
deformazione eguaglia la deformazione di traziodel caso
monodimensionale. Siccome le deformazioni princippbssiedono
proprieta estremali, il massimo in modulo dellacdefazione si raggiunge
per una delle tre deformazioni principali. Di coggenza, una
riformulazione della teoria della massima deforroagie la seguente: uno
stato triassiale completo € equivalente ad uno wliomensionale trattivo
guando il pit grande modulo delle tre deformaziprincipali del caso
triassiale eguaglia la deformazione di trazione | deaso
monodimensionale.

Con questa formulazione si individua quindi unaodeizione
ideale, quella del caso monodimensionale equivaleditcome pero i dati
sulla resistenza dei materiali sono raccolti irmier di e non di , €
conveniente riesprimere la deformazione ideale emmini di tensione
ideale. Per esempio, in uno stato tensionale préeato alle tensioni
principali 1 e o , caso (Al) di Figura 2.1.1 , la deformazione idea il
valore massimo tra :

& o led o led (2.1.2.1)

Si noti che, anche se lo stato e di tensione pianguindi una
tensione principale, diciamo g, e nulla, la corrispondente deformazione
principalez € generalmente non nulla. Occorre quindi, ancheuperstato
piano di tensione, considerare potenzialmente ke deformazioni
principali. Applicando la legge di Hooke, e quintbnfinando la teoria
della massima deformazione al campo elastico ledartre deformazioni
principali per uno stato di tensione piana poss®©rRQire espresse in
funzione delle tre tensioni principali :

1 1 Y
&= 2017V0, | ;5 20,7V0, 83:——E(01+02) (2.1.2.2)
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Si puo pero dimostrare che, per qualunque comlonazili; e», 3 €
minore od eguale al massimo fad > , purché 1/3 . Questo punto e
trattato nel Paragrafo 2.1.2.1 . Di conseguenzdefarmazione ideale £
oppure2 , ma norg , almeno per gli acciai per i quali 0.3 < 1fPer gli
elastomeri, che sono virtualmente incomprimibi0,5 > 1/3 .)

Si riprende la procedura che permette di espri@etensione ideale
a partire dalla deformazione ideale. La tensiomsalel descrive uno stato
monodimensionale, per cui il legame tra tensiodefermazione ideale e :

£y = 0 (2.1.2.3)

per cui la tensione ideale secondo la teoria dedasima deformazione si
ricava nel modo seguente :

_ _1 . _1
sid—max[\el\—g\cl—vcz\ ; \82\—E\02—v0]@ = 2124

o :Eeid:max[\ol—voz\ ; \oz—vcjj]

Si considera ora uno stato tensionale piano incetmptaso (A2) di
Figura 2.1.1 , caratterizzato dalla presenzg €idixy . Le due tensioni
principali1, 2 nel piano delle tensioni valgono :

0)
1}=91%4/02 + 412 (2.1.2.5)

g, 2

dove denota la sola tensione normale presente,ycjoe indicayy .
Seguendo la (2.1.2.4) , latensione ideale vale :

oid:max[|01—v02| ; |02_V0]J]=ma>*l_\)0¢1’;” ,—02+4T2

2

(2.1.2.6)

Piu genericamente, per lo stato tensionale pianmgpteto, caso (A3)
di Figura 2.1.1 , individuato dalla presenzg di e diyy (avendo assunto
uno stato piano di tensiong, xz € yzsono nulle) , le due tensioni principali
nel piano delle tensioni (la terza tensione prial@pé nulla, dato che lo
stato e piano di tensione) valgono :
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O1| _0x*0y 1\/ )2 2
02}—Ti§ (0,-0,) +41%, (2.1.2.7)

Seguendo la (2.1.2.4) , la tensione ideale vale :

Oiq :maX[‘O'l—VO'Z‘;‘O'Z—\)O']J]: ma%l_zv(o-x-l-o-y)il-;u\/(O'X—O'y)2+4'[zx>4

(2.1.2.8)

Infine, per uno stato tensionale tridimensionalmgleto riferito per
semplicita alle direzioni principali, caso (B1) Eigura 2.1.1 , individuato
dalle tensioni principali , 2, €3, la tensione ideale € il valore massimo tra

0ia =max{jo, = v (0, +03)); |0, v(0,+ 0 3|0 s v (o 0 )
(2.1.2.9)

Si esaminano ora i due controlli esposti nel Pafag2.1 , sul
rapporto, implicito nella teoria, tra tensione icata ed a , e sul valore
della tensione ideale in presenza di uno statddeake idrostatico. Se si
calcola la tensione ideale per un caso di tagliopéigura 2.1.2 , si
deduce, per esempio dalla (2.1.2.6) ponendo nulla

O =(1+0) 1] (2.1.2.10)

Quando la tensione raggiunge un valore che prolosaervamento
a del materiale, quando cioé si raggiunge lactidtia , la tensione ideale,
se producesse lo stesso grado di criticita delmaste dovrebbe causare lo
snervamento a del materiale. In altre parole,| ggimo membro della
(2.1.2.10), cioe la ideale, raggiunge la criticaache il secondo membro
della (2.1.2.10), cioe (1 +) , deve raggiungarerlticita :

0 =0 =(1+V)[ty] = %=1+v:13 (2.1.2.11)

cr
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Quindi la teoria della massima deformazione comtiahsuo interno
un rapporto teorico per gli acciai ( = 0.3) di 18 la tensione critica a e
quella a , rapporto che troppo si discosta daloreal2 misurato
sperimentalmente per gli acciai in relazione atlersamento a ed a . Si
conclude che tale teoria non e applicabile aghaacc

Il secondo controllo riguarda uno stato idrostatman le tre tensioni
principali uguali tra loro, Figura 2.1.2 . Dalla.1.2.9) la tensione ideale
vale per gli acciai (1 -2) 0.4 , e quindialpporto tra tensione ideale e
tensione idrostatica vale 0.4 , un valore abbastéasso. Di conseguenza,
la teoria della massima deformazione passa ilstdtd tensione idrostatica
che richiede che, in presenza di uno stato tenkiddeostatico, il valore
della tensione ideale risulti molto basso rispeifla tensione idrostatica.
(Si noti che per materiali elastomerici, che sondatusimente
incomprimibili, 0.5 , per cui la tensione ideaer il caso idrostatico
diventa nulla, come richiesto.) Siccome comunquiedaia della massima
deformazione non passa il primo controllo in redag agli acciai, si
conclude che tale teoria non e applicabile agheaacc

2.1.2.1 La terza deformazione principale

Si e gia accennato, in relazione alla formula @2).al fatto che, in
stato di tensione piang £ 0), per qualunque combinazionede dip, 3 €
minore od eguale al massimo tfaed o , purché 1/3 . Si intende
dimostrare nel seguito questo punto.

Innanzitutto si osserva che ci si puo sempre riaomg attribuendo
opportunamente gli indici alle due tensioni priip; e > ed
eventualmente invertendo contemporaneamente il leegno, alla
situazione caratterizzata gla0 e da 4 2 1. Infatti, se; e » sono positive,
basta attribuire l'indice 1 alla tensione maggtoag e , per cui vengono
rispettate le condizionji O e -1 2 1. Seq1 e sono entrambe negative, Si
nota che; , » € 3 non cambiano se si invertono contemporaneamente i
segni diq e » . Basta quindi invertire entrambi i segni die o , che
diventano quindi entrambe positive, ricadendo oeticaso precedente, ed
attribuendo quindi l'indice 1 alla tensione maggidnfine, se; e > hanno
segni opposti, si assume ché e> 0, se no si scambiano gliindicil e 2.
Seq -2, vengono rispettate le condizioniO e -1 2 1. Se infine; -2,
occorre scambiare insieme i segni e gli indicijdé di » , ricadendo
nell'ultimo caso. Si puo quindi concludere cheue dssunzionj O e -1 »

1 non sono restrittive.
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In seguito alle precedenti assunzioni, si ricavddadprima delle
(2.1.2.4) chey prevale sw , cioé chey non puo essere la deformazione
ideale. Inoltre dalla prima delle (2.1.2.2) si deellanche che € sempre
positivo o nullo, e similmente dalla terza dellel(2.2) ches € sempre
negativo o nullo. Di conseguenza :

1
€4 :max[\el\:slzg(cl—vcz) ; \sg:—&:g:XE(oﬁG?)}

(2.1.2.1.1)

Perché quindj prevalga s , occorre che :

1
81:E( -V 0,2 \83[——(01+02) =
0,-vo,=2v0,+vo, = (1-v)o,=22vo, = (2.1.2.1.2)

S 2V

Se per esempio = 0.5 (caso degli elastomeri)chggrprevalga s
, occorre che :

2x 0.5
0,2 o,= 20 2.1.2.1.3
1105 2 2 ( )
e questa condizione e piu restrittiva della paeidechssunziony 1, e cioe
non € implicita nelle assunzioni, e quindi non &alehe sia verificata. Di
conseguenza, per = 0.5 vi potranno essere céoti ¢ 1 e dio per i quali

3 prevale indesideratamente guPer esempio, par=>=1,e =0.5, si
ha :

1 (1-v) _05 1
== (1- = = = 1+ __:— 2.1.2.1.4
S-vxy=S =2 = L= 0= L @1219)

e quindig prevale sy .

Perché quindi prevalga su , occorre dall'ultima delle (2.1.2.1.2)
che:
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LY <1 (2.1.2.1.5)

in modo che l'ultima condizione delle (2.1.2.1.%ulti implicita nelle
assunzioni, in particolare risulti implicita nelthseguaglianzg 1 . Si
ricava infine il valore limite di per cui la (22L1.5) é soddisfatta :

2V <1 = 2v<l-v = <l o vs%:o.ss (2.1.2.1.6)

1-v

come si voleva dimostrare.

Una alternativa a questa dimostrazione teoricaistengel verificare
numericamente, tramite un programma al calcolatdre spazzoli un
campo esteso di combinazioni di tensipnp , chez é minore del massimo
trajedose <1/3.
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2.1.3 Teoria della massima tensione tangenziale
(della tau massima, dellanayx , di Guest, di Tresca, di Mohr)

Secondo guesta teoria, uno stato triassiale compleguivalente ad
uno monodimensionale trattivo quando il massimo umdlella tensione
tangenziale del caso tridimensionale eguagliaoduho della massima
tensione tangenziale del caso monodimensionadtazione.

Si dimostra che le massime tensioni tangenziaticgintrano non per
una orientazione generica del cubetto, ma per t@zeni strettamente
connesse alle direzioni principali. Per individutak direzioni di massima
tensione tangenziale, si orienta dapprima il cabst@condo le direzioni
principali, cioe con le normali alle facce diredecondo le tre direzioni
principali. Si effettuano poi tre rotazioni, sempie partire dalla
orientazione secondo le direzioni principali. Sotau dapprima il cubetto
attorno ad un asse coincidente con la tensioneipsales, di 45° in senso
orario od antiorario. Nascono sulle facce del cisbedn perpendicolari @
delle tensioni tangenziali titolate ad essere lessmae possibili. Per la
seconda rotazione, si riparte dal cubetto orientscondo le direzioni
principali, e si assume come asse di rotaziond@uoekentato come . Si
ruota ancora di 45° , e si trova un secondo valetla tensione tangenziale
titolato ad essere il massimo. Per la terza provapste la procedura,
assumendo come asse di rotazione quello orientatee ¢ . La tensione
tangenziale massima € il massimo di questi trerivalo

Le procedure precedenti sono propriamente deschigmite il

Figura 2.1.3.1
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circolo di Mohr. In Figura 2.1.3.1 (a) si presefitaubetto elementare
orientato secondo le direzioni principali, ed in gbtracciano i tre circoli
di Mohr, che rappresentano appunto come le tensamibiano quando il
cubetto ruota attorno ad un asse coincidente cendatle tre direzioni
principali. Conq2 si indica la massima tensione tangenziale checsnimna
ruotando il cubetto attorno alla direzione priné#pa , e corpze conp3si
indicano le massime tensioni tangenziali incontnatetando il cubetto
rispettivamente attorno alle direzioni principali € 2 . La tensione
tangenziale massima € il massimo di questi trerivalo

Per ognuno dei tre assi di rotazione, l'orientazidel cubetto che
produce la massima tensione tangenziale relativeememuella rotazione
si ottiene ruotando sul circolo di Mohr di 90° enso orario od antiorario,
il che corrisponde ad una rotazione di 45° nel tobglementare. Inoltre si
deriva graficamente dalla Figura 2.1.3.1 (b) ckelori delle tre tensioni
tangenziali2, 23, 13S0n0 la meta dei diametri dei tre circoli di Mobting
a loro volta sono semplicemente le differenze delhesioni principali - 2
y2°3:371-

Si considera adesso lo stato monodimensionalevtrathe si vuole
equivalente a quello tridimensionale. | due statistonali sono ritenuti
equivalenti se la tensione tangenziale massimaséetsa nei due casi. Lo
stato monodimensionale trattivo e definito dallastene che € principale,
Figura 2.1.3.2 (a) , mentre le altre due tensiomigipali sono nulle perché

o —

<> E

~ 1 —
(¢ (b,

Figura 2.1.3.2
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lo stato tensionale € monodimensionale. Le treidangprincipali sono
quindi , 0, O . I tre circoli di Mohr hanno conpeinti diametralmente
opposti lungo il diametro orizzontale le coppieleldknsioni principali.
Nel nostro caso, i tre circoli di Mohr hanno coment diametralmente
opposti lungo il diametro orizzontale le coppidgehsioniO, ; ,0;0,0.
Un circolo di Mohr degenera quindi in un punto @dente con l'origine
del piano di Mohr, mentre gli altri due cerchi cvsappongono. Quindi,
dei tre valori titolati ad essere la tensione tanzg@e massima, un valore €
nullo perché riferito al cerchio di Mohr di diametnullo, mentre gli altri
due valori coincidono perché i due corrispondentcati di Mohr
coincidono, e questi valori rappresentano quindielasione tangenziale
massima. Inoltre si deriva graficamente dalla Fagaul.3.2 (b) che per lo
stato monodimensionale la tensione tangenzialeimassle la meta della
tensione , cioe la e il doppio del}ax.

Se quindi si e in presenza di uno stato tensiotralanensionale
definito dalle tre tensioni principali, 2, 3, o stato monodimensionale
equivalente secondo Guest si individua come se§uealcolano i tre
valori1-2/2,2-3/2 ,3-1/2, e siindividua il massimo tra questi tre valor
che rappresenta la tensione tangenziale massimeorse poi nello stato
tensionale monodimensionale di sforzo normale Il déppio dellamax,
la tensione del caso monodimensionale equivalkeene valere il doppio
della tensione tangenziale massima del caso tritBiroeale. Cosi facendo,
la tensione tangenziale massima dello stato teakotridimensionale
eguaglia quella dello stato monodimensionale dizefmormale, e quindi i
due stati tensionali sono ritenuti equivalenti.

Siccome si € diviso per 2 per trovargyanel caso tridimensionale,
e poi si € moltiplicato per 2 per trovare la na&s@ monodimensionale, da
un punto di vista operativo € piu semplice abbaador'idea dimax ,
riferendosi direttamente alle , o meglio ai diamdel circolo di Mohr
(differenze di ) e non ai raggi del circolo di Mdi{ax) -

Una riformulazione della teoria della massima temsitangenziale é
quindi la seguente: uno stato triassiale completeqgeéivalente ad uno
monodimensionale trattivo quando il diametro delssmao circolo di
Mohr €& lo stesso nei due casi, quello tridimendmna quello
monodimensionale equivalente.

Per esempio, in uno stato tensionale piano rifealie tensioni
principali1 e 2 , caso (Al) di Figura 2.1.1 , la tensione idealéalore
massimo tra :

0, -0,/ ; |o,-0=lo, ; |0,-0=|o (2.1.3.1)
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Si considera ora uno stato tensionale piano incetmptaso (A2) di
Figura 2.1.1 , caratterizzato dalla presenzg €idiyy . Le due tensioni
principali1 e2 nel piano delle tensioni valgono :

o)
1}:9%‘/02 +4712 (2.1.3.2)

g, 2

dove denota la sola tensione normale preseniy cie indicay - Le
due tensioni principali hanno segni discordi, dek@ @ + 42) . Di
conseguenzaj - oprevale suq e sSup, per cui la tensione ideale e
sicuramentq - o . Seguendo quindi la (2.1.3.1) , la tensione eleale :

Oq =|0, =0,/ =4/0% +41° (2.1.3.3)

Piu genericamente, per lo stato tensionale piantptzio, caso (A3)
di Figura 2.1.1 , individuato dalla presenzgdi e diyy (avendo assunto
uno stato piano di tensiong, xz € yzsono nulle) , le due tensioni principali
nel piano delle tensioni (la terza tensione prial@pe nulla, dato che lo
stato e piano di tensione) valgono :

0, _GX+CIy 1\/ _ 2 2
02}—715 (O'X O'y) +4T, (2.1.3.4)

Diversamente dal caso piano incompleto, le dueidangrincipali
possono avere segni discordi oppure concordi. hsidee ideale € dunque
il massimo tray - 2, 1, €2 . Seguendo quindi la (2.1.3.1) , la tensione
ideale vale :

o, +0, 1\/ 2 |
5 5 (ox—cy) +41%

G4 = max{jo, - a7;[o]

:
]

(2.1.3.5)

JE ma%\/(ox ~g,) +at3,;

Infine, per uno stato tensionale tridimensionalmgleto riferito per
semplicita alle direzioni principali, caso (B1) Eigura 2.1.1 , individuato
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dalle tensioni principali , 2, €3, la tensione ideale e il valore massimo tra

0,-0, ; |o,-04 ; |0;-0] (2.1.3.6)

Si esaminano ora i due controlli esposti nel Pafag2.1 , sul
rapporto, implicito nella teoria, tra tensioneicata ed a , e sul valore
della tensione ideale in presenza di uno statddeale idrostatico. Se si
calcola la tensione ideale per un caso di taglimpéigura 2.1.2 , si
deduce, per esempio dalla (2.1.3.3) ponendo nulla

04 =211 (2.1.3.7)

Quando la tensione raggiunge un valore che prolosaervamento
a del materiale, quando cioé si raggiunge lactidtia , la tensione ideale,
se producesse lo stesso grado di sofferenza delialat dovrebbe causare
lo snervamento a del materiale. In altre paradeil primo membro della
(2.1.3.7), cioe la ideale, raggiunge la criticéche il secondo membro
della (2.1.3.7), cioé 2 , deve raggiungere laotidt :

O-CI’

O-id:O-crzz‘Tcr‘ - 1

=2 (2.1.3.8)

cr

Quindi la teoria della massima tensione tangenzalgiene al suo
interno un rapporto teorico di 2 tra la tensionéiaa a e quella a , in
accordo col valore 2 misurato sperimentalmentegpeacciai in relazione
allo snervamento a ed a . Si conclude che taleatpassa il test relativo
al rapporto tra tensione critica a ed a perdiia.

Il secondo controllo riguarda uno stato idrostatmmn le tre tensioni
principali uguali tra loro, Figura 2.1.2 . Dall2.1.3.6) si deriva che la
tensione ideale e nulla per uno stato tensionatesidtico. Infatti per uno
stato tensionale idrostatico i tre circoli di Matkegenerano in un punto,
cioe il loro diametro diventa nullo. Di conseguenaaeoria della massima
tensione tangenziale passa il test sulla tensanostatica che richiede che,
in presenza di uno stato tensionale idrostaticojalbre della tensione
ideale risulti molto basso rispetto alla tensiair@statica.

Siccome la teoria della tensione tangenziale masgassa sia il
primo controllo in relazione agli acciai, che iceado controllo, tale teoria
appare promettente per gli acciai. Confronti corti dgperimentali
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relativamente a stati tensionali piu generici deludi taglio puro e di
tensione idrostatica mostrano che la teoria di Geiepplicabile agli acciai
per uno stato tensionale generico.
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2.1.4 Teoria della massima energia di deformazione
(lavoro di deformazione, teoria di Beltran)

Si premette che la teoria della massima energigefdirmazione non
viene impiegata in pratica. Tuttavia la si includejuesto testo per ragioni
storiche e perché costituisce una validissima thizmne alla teoria della
massima energia di distorsione.

Secondo questa teoria, uno stato triassiale complequivalente ad
uno monodimensionale trattivo quando I'energiaedlodnazione del caso
tridimensionale eguaglia Il'energia di deformaziondel caso
monodimensionale di trazione.

Occorrera quindi esprimere l'energia di deformazigo lavoro di
deformazione) per unita di volume per un generi@iostensionale, ed
eguagliarla all'energia di deformazione dello stat@nsionale
monodimensionale ritenuto equivalente. L'energia ddformazione e
espressa da prodotti tra tensione e deformaziomepmd anche essere
formulata in funzione delle sole tensioni, elimidanle deformazioni
tramite l'impiego della legge di Hooke, e confinargplindi I'impiego della
teoria a stati tensionali elastici lineari. Eguagtio quindi I'energia di
deformazione riferita ad un generico stato tendead espressa in termini
delle sole tensioni, all'energia di deformazione llode stato
monodimensionale equivalente formulata in termiellad sola tensione
monodimensionale, si riesce a stabilire il legame Ie tensioni che
definiscono lo stato tensionale generico, e laiteresdel caso monoassiale
equivalente, che e quindi la tensione ideale.

I lavoro di deformazione Lgef per uno stato tensionale
monodimensionale caratterizzato da una tensione : va

o o’

1
Ldef:§0£ , SZE ; Ldef:E (2.1.4.1)

Si noti che nella (2.1.4.1) , tramite la legge diode, si e eliminato
e non , perché si punta ad yga non ad ung .

Indichiamo conjg , la tensione dello stato monodimensionale che
vogliamo equivalente allo stato tensionale generiballa (2.1.4.1) il
lavoro di deformazione € quindi :

O'%
Lot = —= 2.1.4.2
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Per uno stato tensionale piano riferito alle temsprincipaliq e o ,
caso (Al) di Figura 2.1.1 , il lavoro di deformazmsovale :

1 1
L gef —50181"'50232 =

g, =—(0,-vo,) ; szzé(cz—voj) = (2.1.4.3)

1
E

1
L yer :E(of +05 —2\)0102)

Eguagliando il lavoro di deformazione per lo stptano, espresso
dalla (2.1.4.3) , al lavoro di deformazione peistato monoassiale che si
vuole equivalente, espresso dalla (2.1.4.2) , teera I'espressione della
tensione ideale :

2
gi 2—1E(0'f+0'§—2V0'10'2) = Gid:JGi"‘Ug‘ZVGle
(2.1.4.4)

Si considera ora uno stato tensionale piano incetmptaso (A2) di
Figura 2.1.1 , caratterizzato dalla presenzg €idixy . Le due tensioni
principali1 e2 nel piano delle tensioni valgono :

0)
1}=9¢%«/02 + 412 (2.1.4.5)

g, 2

dove denota la sola tensione normale presente,ycjoe indicayy .
Sostituendo i valori di e 2 nell'espressione dellg della (2.1.4.4) , si
ottiene il valore della tensione ideale per loataano incompleto. Non
conviene pero esplicitare tale espressione in @nezidi e di , perché
risulta troppo lunga. Conviene invece calcolarenpri e > dalla (2.1.4.5) ,
e poijg dalla (2.1.4.4) .

Si considera ora uno stato tensionale piano comptztso (A3) di
Figura 2.1.1 , individuato dalla presenzg ¢, e diyxy (avendo assunto uno
stato piano di tensiong, x;eyzsono nulle) . Le due tensioni principale
2 nel piano delle tensioni (la terza tensione ppal@ € nulla, dato che lo
stato e piano di tensione) valgono :
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02}—Ti§ (0,-0,) +41%, (2.1.4.6)

Sostituendo i valori di e 2 nell'espressione dellg della (2.1.4.4) ,
si ottiene il valore della tensione ideale pertbte piano completo. Come
per lo stato piano incompleto, non conviene edplieitale espressione in
funzione diy , y € diyy, perché risulta troppo complessa. Conviene invece
calcolare primg ey dalla (2.1.4.6) , e pgj dalla (2.1.4.4) .

Infine, per uno stato tensionale tridimensionalmgleto riferito per
semplicita alle direzioni principali, caso (B1) Eigura 2.1.1 , individuato
dalle tre tensioni principali, 2, €3, il lavoro di deformazione vale :

1 1 1
Ldef—§0151+§0252+§0383 =

sl:é[ol—v(02+03)] ; szzé[oz—v(ol+0:)] ; s3zé[03—v(01+0)] =

1
L er :72E[Of +03+03 _2\’(0102"'0203"'0301)]

(2.1.4.7)

Eguagliando il lavoro di deformazione per lo stdensionale
tridimensionale completo, espresso dalla (2.1.4,7)al lavoro di
deformazione per lo stato monoassiale che si vaglevalente a quello
tridimensionale, lavoro espresso dalla (2.1.4.8) ottiene l'espressione
della tensione ideale per lo stato tensionalenrgfisionale completo :

2
Oig

E 2

=

2 2 2
[01 +02+03—2v(0102+0203+030])] =

m

2
Oy :\/Gf +05+05-2Vv(0,0,+0,0;+0;0)
(2.1.4.8)

Si esaminano ora i due controlli esposti nel Pafagl.1 , sul
rapporto, implicito nella teoria, tra tensione icata ed a , e sul valore
della tensione ideale in presenza di uno statadeake idrostatico. Se si
calcolano le tensioni principali per un caso diitaguro, Figura 2.1.2 , si
deduce, per esempio dalla (2.1.4.5) ponendo nulla
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01} ~
=+1 (2.1.4.9)

Sostituendo tali valori nell'espressione dgljadella (2.1.4.4), si
ottiene :

Oy =+2(1+V)[1=1617 (v=103 (2.1.4.10)

Quando la tensione raggiunge un valore che prolosaervamento
a del materiale, quando cioé si raggiunge lactidtia , la tensione ideale,
se producesse lo stesso grado di sofferenza delialat dovrebbe causare
lo snervamento a del materiale. In altre paradeil primo membro della
(2.1.4.10), cioe la ideale, raggiunge la criticaache il secondo membro
della (2.1.4.10), cioe 1.61 , deve raggiungeiteita :

04 =0y =21+ V) [1y| = %: 2(1+v) = 161 (v= 03

cr
(2.1.411

Quindi la teoria della massima energia di deformaeicontiene al
suo interno un rapporto teorico di 1.61 tra la i@ms critica a e quella a
per gli acciai, ormai abbastanza lontano dal val&e misurato
sperimentalmente per gli acciai in relazione atlersamento a ed a . Si
conclude che tale teoria non passa il test reladivapporto tra tensione
critica a ed a per gli acciali.

Il secondo controllo riguarda uno stato tensiomdiestatico, con le
tre tensioni principali uguali tra loro, Figural2 . Dalla (2.1.4.7) si
deriva che la tensione ideale vale :

Oy =+/ 3(1- 2v)|oj= 110 (v=03 (2.1.4.12)

Il rapporto tra tensione ideale e tensione idrastgin modulo) vale
quindi 1.1 . Di conseguenza, la teoria della massimaergia di
deformazione non passa il test sulla tensione tdtica che richiede che,
in presenza di uno stato tensionale idrostaticojalbre della tensione
ideale risulti molto basso rispetto alla tensiarestatica.

Siccome la teoria della massima energia di defoilonaznon passa
nessuno dei due controlli, il primo relativo al papto tra tensione critica a
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ed a , ed il secondo relativo ad uno stato teadsoidrostatico, tale teoria
non e applicabile agli acciai.
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2.1.5 Teoria della massima energia di distorsione
(lavoro di distorsione , teoria di Haky , Huber, Von Mises,
teoria di Von Mises)

Secondo questa teoria, uno stato triassiale complequivalente ad
uno monodimensionale trattivo quando l'energia idiodsione del caso
tridimensionale  eguaglia l'energia di  distorsione el d caso
monodimensionale di trazione.

Si ricorda che il lavoro di distorsione si differgm dal lavoro di
deformazione perché il lavoro di deformazione ttento di tutta I'energia
elastica, mentre il lavoro di distorsione considsodo I'energia elastica
connessa alla parte deviatorica delle tensionijlaju®@oe associata alla
variazione di forma e non di volume del cubettasturando quindi la
parte idrostatica, quella cioé connessa alla vianazdi volume e non di
forma del cubetto. In altre parole, il lavoro distdirsione si ottiene
sottraendo al lavoro di deformazione, che tien @oll'intera energia
elastica, il lavoro idrostatico compiuto dalla aidrostatica delle tensioni
in seguito alla variazione di volume del cubetta. riseda anche la
distinzione tra parte deviatorica ed idrostaticdedensioni nel Capitolo
sui richiami di Teoria dell'elasticita. Si impietjanergia di distorsione e
non l'energia di deformazione, perché si ritiene & parte idrostatica
delle tensioni non danneggi il materiale. Di consswa, si depura
I'energia di deformazione dalla parte idrostatiea, mon essendo dannosa,
non deve apparire nelle formule che esprimonoablgrdi sofferenza del
materiale

Occorre quindi esprimere l'energia di distorsioree l&voro di
distorsione) per unitd di volume per un genericatcsttensionale, ed
eguagliarla all'energia di distorsione dello statéensionale
monodimensionale ritenuto equivalente. Come |'@aedg deformazione,
anche l'energia di distorsione e espressa tramddofti tra tensione e
deformazione, ma puo anche essere formulata inidonezdelle sole
tensioni (si ricerca infatti una ideale e non urmdeale), eliminando le
deformazioni tramite I'impiego della legge di Hopkeconfinando quindi
I'impiego della teoria a stati tensionali elastioeari. Eguagliando quindi
I'energia di distorsione riferita ad un genericatettensionale ed espressa
in termini delle sole tensioni, all'energia di disione dello stato
monodimensionale equivalente formulata in termiellad sola tensione
monodimensionale, si riesce a stabilire il legamee Ie tensioni che
definiscono lo stato tensionale generico, e laiteresdel caso monoassiale
equivalente, che e quindi la tensione ideale.
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Si riassumono nel seguito alcuni elementi di tea®l'elasticita
correlati allo stato tensionale e deformativo itiltiso. La componente
idrostatica delle tensiofy, € la media delle tre tensioni principali :

0,+0,+0,
3

Oigr = (2.1.5.1)

Per un generico stato tensionale, la componentastalica delle
tensionijg, Va immaginata come uno stato tensionale idrostatio@ con
le tre tensioni principali applicate al cubettoneémtare tra loro uguali, e di
intensitqgy espressa dalla (2.1.5.1) . La deformazione voluozetelativa
VIV , doveV rappresenta il volume del cubetto, dovuta ad unaidee
idrostaticajqy , Si puo esprimere in funzione delle deformaziamapali
come segue :

AV—V:81+82+83 (2.1.5.2)

Il legame tra la deformazione volumetrica relati/& e la tensione
idrostatica jgy € stato trattato nel Capitolo sui Richiami di Teori
dell'elasticita, Paragrafo 4 , ed € il seguente :

o, =K . k= E (2.1.5.3)
Y, 3(1- 2v)

doveK e il Bulk Modulus, o modulo di comprimibilita cuda, che diventa
infinito per materiale incomprimibile, caratterizaala = 0.5 . Quindi uk
elevato indica scarsa comprimibilita cubica del eriate, esattamente
come un E elevato indica scarsa flessibilita. (Per memoriezar
correttamente l'espressiopg = K VIV , ed in particolare per evitare di
scrivere l'espressione errafd/ = K jqr , Si consiglia di farne il parallelo
con l'espressione E , doveijgr € sono le tensiony/V ed sono le
deformazioni, &K edE sono le costanti elastiche.)

Infine, il lavoro idrostatico vale :

1 AV o2
Hm:EQmﬁfzzﬂ

(2.1.5.4)

Nel seqguito si derivano le espressioni delle temisaeali secondo il
lavoro di distorsione per i casi di stato pianorespo secondo le tensioni
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principali, per lo stato piano incompleto, complete per lo stato
tridimensionale espresso in termini delle tensipnncipali. 1l punto di
partenza e la determinazione del lavoro di distowsi per uno stato
tensionale monodimensionale, in presenza quinth gel

I lavoro di distorsione Lgist per uno stato tensionale
monodimensionale caratterizzato da una tensione caftola come
differenza tra il lavoro di deformazione ed il lawadrostatico. Lag, vale

0o,+0,+05;_0+0+0_
3 3

o
Gy = 3 (2.1.5.5)

Il lavoro idrostatico per uno stato tensionale naineensionale vale,
dalla (2.1.5.4) :

G 2
_(3) _ 0% _0o%3(1-2v) _1-2v ,
Ligr = = = = Y
2K 18K 18E 6 E

(2.1.5.6)

Il lavoro di deformazione €& espresso dalla (2.).4.8 lavoro di
distorsione._gjst per uno stato tensionale monodimensionale vale :

2 2 2
o o°(1-2v o 1-2vy 1+v
Ldist:Ldef_Lidr:ZE_ (6E ):2E(1_ 3 )ZSEGZ

(2.1.5.7)

Si esamina ora uno stato tensionale piano rifealle tensioni
principali 1 e 2 , caso (Al) di Figura 2.1.1 . Il lavoro di deforziane e
espresso dalla (2.1.4.3). Il lavoro idrostatico spresso dalla (2.1.5.6),
dove jgr € espressa dalla (2.1.5.4) tramite la (2.1.5.1) lavoro di
distorsione vale quindi :
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1 1 (0, +0,)°
Ldist:Ldef_Lidf:E(O—%-‘-O—g_ZVO—lOZ)_ ( : 2) -

2K 3

_ 2, 2
i(of+cr§—2v01cr2)—3(l 2\))(01+02+20102j:
2E 2E 9
1| 1-2v
E_of+0§—2v0102—( 2 )(0§+0§+20102)}:
1 [2(1+v 2(1+v
2E| ( )(of+0§)——( )010}:
1+v
3E (Gf+0§—0102)

(2.1.5.8)

Eguagliando il lavoro di distorsione per lo statan, espresso dalla
(2.1.5.8) , al lavoro di distorsione per lo statornassiale che si vuole
equivalente, per cui la tensione viene indicataeg , ed espresso dalla
(2.1.5.7) , si ottiene I'espressione della tensidaale :

1+v/ » 5 1+v
(01+02_0102):—3E0id =

3E (2.1.5.9)
Oig :\/Of +05-0,0,

Si considera ora uno stato tensionale piano incetmptaso (A2) di
Figura 2.1.1 , caratterizzato dalla presenzg éidiyy . Le due tensioni
principali1 e 2 nel piano delle tensioni valgono :

0)
1}:91%4/02+4r2 (2.1.5.10)

o, 2

dove denota la sola tensione normale presente,ycjoe indicayy .
Sostituendo i valori di e » della (2.1.5.10) nell'espressione degjjalella
(2.1.5.9) , si ottiene il valore della tensione alde per lo stato piano
incompleto. Contrariamente ai calcoli paralleliontrati nell'espressione
della tensione ideale secondo il lavoro di deforovaz, per il lavoro di
distorsione si ottiene una formula compatta dedlzsione ideale espressa

Error! Bookmark not defined.



in funzione di e di . Per faclilitare i calcoli conviene scrivere, sullasb
della (2.1.5.10) :

o,=a+b ; o,=a-b ; a:% , b:%w/02+4r2

(2.1.5.11)
Sostituendo tali espressioni delle tensioni priakipell'espressione
della tensione ideale della (2.1.5.9), si ottiene :

oid:\/(a2+b2+2ak3 (a2+b2 2a|§) (a b( & p=
Ja et = [ 3o var?) = JoT e a0

(2.1.5.12)

Si considera ora uno stato tensionale piano comptatso (A3) di
Figura 2.1.1 , individuato dalla presenzg ¢y, e diyxy (avendo assunto uno
stato piano di tensiong, x;eyzsono nulle) . Le due tensioni principale
2 nel piano delle tensioni (la terza tensione ppal@ € nulla, dato che lo
stato e piano di tensione) valgono :

0, _o,+0, 1\/ Y .
0'2}_ 2 iE (GX GY) +4Txy (2.1.5.13)

Come per lo stato piano incompleto, per facilitacalcoli conviene
scrivere, sulla base della (2.1.5.13) :

o,+0
2

1 2
— . — . _ y _ _ 2
o,=a+b ; o,=a-b ; a= : b_E\/(OX oy) +4715,

(2.1.5.14)
Tenendo conto della espressione della tensiondeideafunzione

delle variabili ausiliariea e b , espressione contenuta nella (2.1.5.12) , e
sostituendo ad e b le espressioni delle (2.1.5.14), si ottiene :
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= /a’ +3b? :\/i(of+o§+20xoy)+i(o§+0§—20py+ 41 fq):

2 2 2
\/O'X +0,-0,0,+3T5%

(2.1.5.15)
Infine, per uno stato tensionale tridimensionalmgleto riferito per

semplicita alle direzioni principali, caso (B1) Eigura 2.1.1 , individuato
dalle tre tensioni principali, 2, €3, il lavoro di distorsione vale:

Laist = Laer = Liar =

2
(01 +0, + 03)

1 .
E[of+0§+0§—2v(0102+0203+030])_— - K =

2 2 2 1
—[01 +03+05-2V(0,0,+0,0;5+0,0)|-

(1- 2V)[Gf +0,+03+2(0,0,+0,05+ Gﬁl).
6E

14V 2 2

(2.1.5.16)

Eguagliando il lavoro di distorsione per lo statendionale
tridimensionale completo, espresso dalla (2.1.5.16pl lavoro di
distorsione per lo stato monoassiale che si vuogvalente a quello
tridimensionale, lavoro espresso dalla (2.1.5.8) ottiene l'espressione
della tensione ideale per lo stato tensionalenrgfisionale completo :

1+v 1+v

:\/Of +G§ "'0% —0,0,-0,03-030,
(2.1.5.17)
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Una forma alternativa, ma del tutto equivalentell'epressione
della tensione ideale della (2.1.5.17) per uno ostaensionale
tridimensionale completo € la seguente (si verifiathentita con l'aiuto di
un manipolatore algebrico) :

1

Og = NA \/(01 - 02)2 + (02 - 03)2 + (03 - 01)2

(2.1.5.18)

Per uno stato tridimensionale completo non rifeatte direzioni
principali, I'espressione della tensione ideale @s8ere ricavata come
estensione della (2.1.5.15) :

04 =02 +0% +02-0,0,-00,-0 g +31°3+ 3173 312,
(2.1.5.19)

Si esaminano ora i due controlli esposti nel Pafagl.1 , sul
rapporto, implicito nella teoria, tra tensione icata ed a , e sul valore
della tensione ideale in presenza di uno statddeake idrostatico. Se si
calcolano le tensioni principali per un caso diitaguro, Figura 2.1.2 , si
deduce, per esempio dalla (2.1.5.10) ponendo nulla

0)
1}:ir (2.1.5.20)
O,

Sostituendo tali valori nell'espressione dgljadella (2.1.5.9), si
ottiene :

Gy =02+ 03— 0,0, =v3[1|= 1731 (2.1.5.21)

Quando la tensione raggiunge un valore che prolosaervamento
a del materiale, quando cioé si raggiunge lactidtia , la tensione ideale,
se producesse lo stesso grado di sofferenza detialat dovrebbe causare
lo snervamento a del materiale. In altre paradel] rimo membro della
(2.154.21), cioe la ideale, raggiunge la criticiache il secondo membro
della (2.1.5.21), cioe 3 =1.73 , deve raggiuadarcriticita :

04 =0y =3[ty = %:ﬁs:l?s (2.1.5.22)
cr
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Quindi la teoria della massima energia di distarsicontiene al suo
interno un rapporto teorico di 1.73 tra la tensicrigca a e quella a , in
buon accordo col valore 2 0 poco meno misuratoirseatalmente per gli
acciai in relazione allo snervamento a ed a coBiclude che tale teoria
passa il test relativo al rapporto tra tensiongceria ed a per gli acciali.

Il secondo controllo riguarda uno stato tension@testatico, con le
tre tensioni principali uguali tra loro, Figural2 . Dalla (2.1.5.18) si
deriva immediatamente che la tensione ideale eanp#r uno stato
idrostatico. Si noti che I'espressione equivale@iéa tensione ideale della
(2.1.5.17) non mostra con eguale evidenza chentadee ideale si annulla
per uno stato idrostatico. Si noti inoltre che,ees® la tensione ideale
secondo il lavoro di distorsione basata su unaigdecdne depura dalla
componente idrostatica l'energia elastica complassse uno stato
tensionale e puramente idrostatico, la tensionalédgeve necessariamente
annullarsi perché I'energia elastica é tutta icwtos.

La teoria della massima energia di distorsione pagsndi il test
sulla tensione idrostatica che richiede che, insgmea di uno stato
tensionale idrostatico, il valore della tensioneail@ risulti molto basso
rispetto alla tensione idrostatica.

Siccome la teoria della massima energia di disioesi passa
entrambi i controlli, il primo relativo al rapportoa tensione critica a ed a
per gli acciai, ed il secondo relativo ad uno statwionale idrostatico, tale
teoria appare promettente per gli acciai. Confraot dati sperimentali
relativamente a stati tensionali piu generici deljudi taglio puro e di
tensione idrostatica mostrano che la teoria delssima energia di
distorsione € applicabile agli acciai per uno statsionale generico.
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2.1.6 Osservazioni conclusive sulle teorie del cadlso per carichi statici

Le varie teorie del collasso riflettono un latoldedviluppo storico
della teoria dell'elasticita. Le teorie della massitensione principale e
della massima tensione tangenziale prendono inideragione solo le
tensioni, la teoria della massima deformazione idena una combinazione
lineare delle tensioni principali coll'interventd dsi vedano le (2.1.2.9)),
mentre le teorie della massima energia di deforom&zie della massima
energia di distorsione sono basate su idee enehngetie considerano
prodotti tra tensione e deformazione (si vedano(24.4.7)). Queste
tensioni ideali energetiche riflettono il periodorsco dell'interesse verso |
teoremi energetici impiegati nella risoluzione thutture, quali i lavori
virtuali o Castigliano. Anche nella tecnica numardegli elementi finiti si
impiegano approcci energetici per collegare loostahsionale all'interno
dell'elemento alle forze nodali equivalenti.

Un'altra osservazione, a cui si € gia accennatdPaedgrafo 1, e
relativa al fatto che le formule delle tensionialespresse in termini delle
tensioni principali non cambiano (salvo la tensiadeale secondo lgax |
nella sua variazione) se si cambiano contemporageat@n segni di tutte le
tensioni principali. In altre parole, le tensiodeali non distinguono tra
uno stato tensionale trattivo ed uno compressiventre i risultati
sperimentali mostrano decisamente che quasi tuttiaieriali resistono
meglio a compressione. Questa osservazione clegpsiché si consideri
normalmente solo la parte a tensione media posdeladiagramma di
Goodman. Dato che la tensione ideale non distinjaetrazione e
compressione, € opportuno riferirsi ai dati sudlsistenza dei materiali piu
favorevoli alla sicurezza, cioé alla resistenzeaaione. Applicando questa
idea alla Fatica, occorre riferirsi alla parte dielgramma di Goodman con
tensione media positiva, che cioe veda cicli dicéatcon la tensione
superiore positiva e maggiore in modulo della @msiinferiore, negativa.

Una ulteriore osservazione riguarda il fatto cheelasione ideale &
assunta come una funzione di punto delle tensioncipali :

0q = f(0,,0,,05) (2.1.6.1)

In altre parole, per calcolare la tensione idealan punto si ritiene
che basti conoscere lo stato tensionale in queloplfi sono pero molti
risultati sperimentali che indicano chiaramente khetato di sofferenza
del materiale dipende anche dal gradiente dellsidas. Per esempio, per
caricamenti statici, lo snervamento a flessione aggore dello
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snervamento a trazione. Se la tensione ideale faeg®ne di punto, i due
valori dello snervamento dovrebbero coincidere.ettey quando la
tensione massima agisce su porzioni ristrette @geenale, cioe quando il
gradiente di tensione nell'intorno del massimoedistone e alto (caso per
esempio della flessione, dove la farfalla dellestemi produce un gradiente
di tensione) il grado di sofferenza del materiataigore, ed il collasso (in
guesto caso lo snervamento) avviene per valori modgdella tensione
ideale.

Similmente, per caricamenti affaticanti, la ridistizione delle
tensioni € maggiore quando il gradiente di tensiomd'intorno del
massimo di tensione € maggiore. Questo fatto e@ssprdal coefficientg,

il quale si abbassa rispetto al valore 1 per ragwlto piccoli.
L'abbassamento dal valore 1 & un indice di ridigzione di tensione
perché, ricordando il legame fgae k , e cioex = 1 +¢ (k- 1) , k diventa
tanto minore di quanto minore grispetto ad 1 . Se il raggio di raccordo e
molto piccolo, il picco di tensione diventa moloxélizzato, ed il gradiente
di tensione aumenta. Sono queste le situazioniuinlec ridistribuzione
delle tensioni e facilitata, perché esistono zop#otensionate molto
adiacenti a quelle a piu alta tensione, e su quaste sottotensionate si
puo ridistribuire almeno in parte il picco di temse. In conclusione, anche
per carichi affaticanti, a parita di tensione mamssilo stato tensionale e
meno nocivo quando il gradiente di tensione € git@ando cioé il picco di
tensione agisce su una zona limitata. Purtroppostquanfluenza del
gradiente di tensione non € considerata da nesdaha teorie della
tensione ideale, in parte per le complessita matehganell'individuare |l
gradiente di tensione, e in parte per le difficaliareperimento dei dati
sperimentali necessari allo sviluppo di una tateise

A proposito dell'influenza
Wﬂyp del gradiente di tensione sulla
| tensione ideale, si riporta un
| brano estratto da un articolo su

. Crack | una particolare prova
— @j sperimentale di rottura per
|

calcestruzzi e marmi, prova che

permette di misurare

AF& sperimentalmente la tensione di
- rottura di tali materiali. Questa
(b) prova sperimentale si chiama

"Brazilian test", e consiste nello
schiacciare diametralmente un
Figura 2.1.6.1 disco pieno, Figura 2.1.6.1 (a) .
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La prova e quindi di compressione, ma al centrodito nascono anche
delle tensioni trattive che, essendo piu nocive di quelle compressive,
causano la rottura di questi materiali fragili. Jnesto senso, tale prova
viene classificata come una prova indiretta a trazi Questi studi hanno
rilevanza anche relativamente a guarnizioni elastarhe tipo OR le quali,
gquando vengono compresse, Figura 2.1.6.1 (b) ,opos$essurarsi al
centro a causa delle tensioni trattive che la seggno. In un articolo sul
"Brazilian test" si legge (si intendanhomogeneoushel senso di "non
costanti") :

Since the stressdrear the disk centregre inhomogeneous, stress
gradients exist which may well affect failure.

Questa frase conferma che, nel calcolo della teesiaeale,
occorrerebbe tener conto anche del gradiente wglone.

Si osserva inoltre chepiani di frattura del materiale non sono
strettamente correlati alla teoria di collasso addata. Per esempio, se si
adotta la teoria dellgax, Ci0 non significa che il materiale cede lungo il
piano che contiene la massima tensione tangen#aleesempio, la teoria
dellamax€ applicabile agli acciai, ma se si assoggettarawimo cilindrico
a trazione semplice, il piano di frattura € perpeoldre all'asse del
provino, cioe alla massima di trazione, e non alssima , secondo la
guale il crack dovrebbe invece giacere su di un@m45° rispetto all'asse
del provino.

Le varie formule delle tensioni ideali per tensiatatiche sono
raggruppate nelle Tabelle 3.1 e 3.2 . La segueabella 2.1.6.1 riassume
invece, come risultato dei due controlli sulla Zodelle formulazioni, il
rapportoc/cr €d il rapporto ig/igr per le varie teorie del collasso. Da
questa Tabella, e dall'insieme dei dati sperimgn&l ricava chela
tensione ideale secondo lgax , in versione modificata e applicabile ai
materiali fragili quali le ceramiche per impiego biomedico ed i vetri,
mentre le tensioni ideali secondo lgyax 0d il Lgig sono applicabili agli
acciai, sia a quelli da cementazione (piu fragilithe da bonifica (piu
duttili). In particolare, la tensione ideale second la nax € impiegata
nel calcolo dei tubj perché possiede una evidenza grafica che netdacil
I'applicazione in relazione ai diagrammi linearileléensioni nei tubi (si
veda il Capitolo sui tubi).

La Figura 2.1.6.2 riporta, per uno stato di tensignana ed in
funzione delle tensioni principali e 2 nel piano delle tensioni, i contorni
delle zone di resistenza per le varie teorie delt@ione ideale.

TENSIONE IDEALE - CARICHI STATICI
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TEORIA crler id/idr
Mmax 1 1
max 1+v=13 (=03 | 1-20=04 (=03
max 2 0
L def 2(1+v) =161 (u=03 | 3(1-20)=11 (L= 03
Ldist J3=173 0
Tabella 2.1.6.1

L'ultimo disegno presenta un confronto tra le vaeerie : tale

rappresentazione e detta di Westergaard. Si @yuaéfio uno stato piano e
non uno tridimensionale, per le difficolta che &ppresentazione di una
situazione tensionale triassiale comporterebbe. Rero stato
monodimensionale, tutte le teorie possiedono lssatéensione critica. La
teoria dellapaxmodificata distingue tra tensioni principali traéj nocive,
e tensioni principali compressive, non nocive. earia dellaynax € stata
rappresentata per = 0.3 . Non si & consideratedda del Lavoro di
deformazione perché il suo comportamento € analaltp teoria del
Lavoro di distorsione, che per0 e molto piu aderemi risultati
sperimentali.

Si noti che la teoria dellg,ax mostra un campo di resistenza (una
punta) nell'intorno della zona = > (diagonale principale) maggiore di
quello che si incontra nella teoria deflgx 0 del Lgist . In tale zona la
teoria dellaqjax € eccessivamente generosa perché indica una resiste
fittizia del materiale. Questo fatto tradisce umdalezza della teoria della
max Nel decidere sulla resistenza del materiale soggettati tensionali
caratterizzati dq o, e quindi se ne sconsiglia I'applicazione. Laitedel
Lavoro di distorsione presenta un contorno del acantipresistenza che e
differenziabile, mentre le altre teorie presentdabpunti angolosi. Questa
differenziabilita € considerata dagli specialis#i dettore un argomento a
favore della correttezza matematica di questaaedriconfronto finale di
Figura 2.1.6.2 mostra che le teorie dejige dellLgist delimitano campi
di resistenza molto simili, per cui queste due ieemengono impiegate
guasi intercambiabilmente nella pratica ingegnieast
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Diagramma di Westergaard per una ghisa: punti syeerali
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2.1.7 Confronto tra la tensione ideale secondo Mohe secondo Von
Mises in casi piani

o, La Figura 2.1.7.1 mostra la
rappresentazione di Westergaard in
B , tensione piana della tensione ideale
4 A secondo Von Mises e secondo la
’ _ tensione tangenziale massima. Si
, o osserva subito che la coppia (, 09)
e che definisce il puntd\ rappresenta
Von Mises uno stato tensionale interno al
maximum 7 contorno secondo Von Mises ma
esterno al contorno secondo Mohr. Di
Figura 2.1.7.1 conseguenza, lo stato tensionale
rappresentato dal puntd produce collasso secondo la teoria di Tresca,
mentre € in sicurezza rispetto al criterio di Vorsds. Si conclude quindi
chela teoria della tensione tangenziale massima prodadn casi piani
una tensione ideale maggiore od uguale a quelladon Mises
Nel seguito si analizza l'errore relativo massima te due
formulazioni di tensione ideale. Si considera umgpia di valori di
tensioni 01,02) in vicinanza del puntB. Di conseguenzay =01 > 0. La
tensione ideale secondo Von Mises €

C

AN

e

_ 2, 2
O g, VonMises— \/01 +0,-0,0, (2.1.7.1)

mentre la tensione ideale secondo Mohr vale
(2.1.7.2)

Gid,‘[ massima: O-2

Ricordando cheig 1 massima= Oid,Von Mises |'errore relativoEg,
calcolato come differenza tra le due tensioni idpe¢cedenti rapportata
alla tensione ideale secondo Von Mises, e

2 2
02_\/01"'02_0102

E = (2.1.7.3)

2 2
\/01 +0,-0,0,

Introducendo la variabile adimensionales o1/07 , I'errore relativo
Eg diventa
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g, =1/ XT =X (2.1.7.4)
1+ - x

La derivata prima dtg si annulla pex = 0.5, valore per il qualég
=0.1547 .

Si considera ora una coppi@1(o2) in vicinanza del puntcC.

Conseguentement® = 0 mentreogq < 0. La tensione ideale secondo Von

Mises € espressa dalla (2.1.7.1), mentre la teasueale secondo Mohr
vale

Gid,‘[ massima— 92 ~ Oy (2.1.7.5)

L'errore relativoEc tra le due tensioni ideali precedenti vale

0,-0,-02+02-0,0, 1-Xx-,1+% - x
E.= ! = : (2.1.7.6)
\/01+02—0102 A1+ X =X

La derivata prima dtc si annulla pex = -1, valore per il qualBc
= 0.1547 . In seguito alla simmetria, gli stessultiati valgono anche per
le altre zone del piane; , 02 . Si conclude chierrore relativo massimo
tra le due tensioni ideali in stato piano di tensioe € circa il 15 per
centa Le calcolazioni precedenti mostrano anche chea#dsimo errore tra
le tensioni ideali secondo Tresca e Von Mises giiga 0 quando si € in
presenza di uno stato di taglio puro, ogé= - oo , oppure quandoq = 2
02002 =207 .

Error! Bookmark not defined.



2.2 Teorie del collasso per carichi affaticanti

Si consideri l'acciaio C40 . La tensione di snergato a flessione
vale 430 MPa , mentre quella a torsione vale 22G MM rapporto tra
qgueste due tensioni critiche statiche vale 1.950¢e questi due dati
sperimentali stanno quasi esattamente nel rappeftp implicito nella
teoria della tensione ideale secondgyla (cr/cr = 2) 0 secondo iLgjst
(crfer =3 1.73).

Si considerano ora tensioni non piu statiche, niatienti. |
diagrammi di Goodman, che sono relativi a stati simmali
monodimensionali affaticanti, mostrano che i calllinversione sono piu
nocivi dei cicli all'origine, ed anzi che i ciclill'aversione sono i piu
dannosi. Per tensioni affaticanti non vale quindli pn generale
I'indicazione che gyt € circa il doppio dellgyit , perché questo rapporto
dipende fortemente dai tipi di cicli delkadella. Per esempio, per il C40 ,
se la ¢ flessionale all'inversione, e la € sdaiie criticita della vale 280
MPa , mentre la criticita della vale 220 MPa .rdbporto tra le due
tensioni critiche a ed a é circa 1.3 , ed é gumadtamente inferiore al
rapporto di circa 2 tra le due tensioni critichezd a nel caso di tensioni
entrambi statiche. Nel caso affaticante, il fath@ da € soggetta al ciclo
piu dannoso, quello all'inversione, mentre la aich e quindi segue |l
ciclo affaticante meno dannoso, compensa quasi letampente il dato
valido per tensioni statichg/cy 2 , abbassando fafino ad un valore tale
che il rapportqy/r diventa poco piu che l'unita , e circa 1.3 .

Da queste osservazioni introduttive emerge checasii affaticanti,
non possono piu essere valide formule delle tengleali quali la :

0,4 =+0° +371° (2.2.1)

che segue la teoria de}jist , ed € valida per uno stato tensionale piano
incompleto e statico. Infatti una formula come Ia.2(1) contiene
implicitamente il fatto che la va moltiplicata p8&r per poter essere
"sommata" alla (in realta si sommano i quadralledensioni, e si calcola
poi la radice quadrata). Per tensioni affaticamtiesto peso moltiplicativo
va adeguato ai cicli di fatica di e di , e ciaspetta che valga circa 2.3
1.7 se la e all'inversione e la é statica.
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2.2.1 Si possono impiegare le espressioni delle ¢emi ideali per
carichi statici ai casi di sollecitazioni affaticari?

Si potrebbe sperare che, per ottenere un ciclo ticifdae
monodimensionale che fosse equivalente al ciclo atiafinte
pluridimensionale da indagare, bastasse filmaoemhponente meccanico
mentre esso viene sottoposto al caricamento adfalg e valutare per ogni
fotogramma, in un punto del componente di interekséensione ideale
tramite le teorie statiche. Si otterrebbe cosi unloc affaticante
monodimensionale col quale si potrebbe entrare diagramma di
Goodman, valutando cosi la resistenza a faticaalabonente ed anche |l

ciclo affaticante

monodimensionale

basato sulla tensione

ideale statica

T T T secondo Mohr
r..!ohr

;‘Q
g
I
EEEEEE—
G Mol
)
~ -\
qd Mohi
Uld Mohi 7
1
qd Mohi
I
GH,Mnhr |
I
.
id,min |
Uld.mux
|

(@) (b) (c) (b) (a) temVpo

Figura 2.2.1.1

coefficiente di sicurezza, qualora il tipo di espme dei cicli di fatica
fosse noto. La Figura 2.2.1.1 illustra con un esempesta procedura. Si
considera un collegamento a forcella e spinotto sila il relativo
Capitolo), e si esaminano le tensioni nel puittdella forcella nella zona
di contatto con lo spinotto mentre il cariepruotando di 90°, produce uno
stato affaticante nelle tensioni. Si assume uno gtiano delle tensioni nel
puntoA. Vengono rappresentati i piani di Mohr per ledosizioni (a), (b),
(c) del caricadP (i risultati riportati in termini delle tensioni iocipali 1 e
sono qualitativi), e viene calcolata la tensioneald statica per esempio
secondo Mohr, relativa ad una successione delacéaie (b), (c), (b), (a), e
cioe ad un carico che ruota fino a 90° per poirméoe alla posizione
iniziale, e cosi via. Tale tensione ideale vienendjuriportata in un
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diagramma tensione-tempo, ottenendo un ciclo moneasionale
affaticante definito dalle tensioni ideali massim@ minima, che
costituiscono le variabili di ingresso nel diagramdn Goodman.
Sfortunatamente tale approccio, che si sposerebifetfamente con
le potenzialita dei programmi agli Elementi Fimgl calcolare la tensione
ideale statica per ogni valore del carico, non poedrisultati attendibili, e
non deve quindi venire impiegato nella pratica grgistica. Per
evidenziare la scorrettezza di questo approccic;ossidera una biella
caricata da una forZa che varia tra due valori opposti, Figura 2.2.8P.
considera un punto del fusto della biella, nel guaasce una tensione
significativaq, mentre la tensiongeé trascurabile (ed infatti viene ignorata
nei calcoli, si veda il Capitolo sulla Biella). Aseendo uno stato piano
delle tensioni, riportando le tensioni sul pianoMohr, e valutando la

P
T 5P ciclo affaticante
i\ AR monodimensionale
) ) |
basato sulla tensione

E‘] T ' ideale statica

secondo Mohr
II == ciclo affaticante

(a) (b)

che considera

soltanto o,

e trascura g,

LS

(a) tempo

1 T
T\ —E
~)

(@) ®) (c) (b) (a) tempo

qd,Mohr

Figura 2.2.1.2
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tensione ideale per esempio secondo Mohr, si etienciclo affaticante

monodimensionalall'origine. Se invece si osserva che la tensione

essendo bassa, puO venire trascurata nei calcotiftisne per la sola

tensione; un ciclo di faticaall'inversione. L'impiego della tensione ideale
statica in questo problema affaticante snaturarittere reale del ciclo di
fatica, tramutandolo fittiziamente da un ciclo ialtersione ad un ciclo

all'origine. La causa di questo risultato scorreiseede essenzialmente nel
fatto che la tensione ideale statica e positivaubanma non pud mai

diventare negativa. Quindi un ciclo alterno asinmmoetviene tramutato

dalla tensione ideale statica in un ciclo pulsan&t piu all'origine, il quale

risulta molto meno pericoloso del ciclo affaticargale.

Queste osservazioni critiche testimoniano la né2eds sviluppare
formule della tensione ideale per i casi affaticahte non soffrano delle
limitazioni qui evidenziate. In particolare, le foule per i casi affaticanti
devono passare il seguente controllo: se il ciolertta monodimensionale
ed all'inversione, la formula deve esprimere quesédo di fatica e non
deve snaturarlo.

Esistono pero delle situazioni affaticanti nelle quali risulta
corretto impiegare le espressioni delle tensioni e@hli per tensioni
statiche anche se impiegando una procedura diversa ddagapgpena
illustrata. Tali casi sono quelli nei quabicli di fatica di tutte le tensioni
sono gli stessi, per esempio tutti all'origine o tit1 all'inversione. Infatti
in questo caso le tensioni critiche affaticantil@ca piu 0 meno nella
stessa proporzione rispetto alle tensioni statieheio e legato anche al
fatto che i diagrammi di Goodman di e di sonotamalmente
proporzionali. L'impiego corretto di formule stdtee anche in casi
affaticanti e tuttavia profondamente diverso da llqudlustrato nelle
Figure 2.2.1.1 e 2.2.1.2. L'uso corretto imponealcolare con le formule
delle tensioni ideali per carichi statici soltafdatensione ideale superiore
(e non anche la inferiore, come invece illustradétlenFigure precedenti),
introducendo quindi nelle formule soltanto i valddlle tensioni superiori
delle varie sollecitazioni, recuperando poi la no& di ciclo all'origine od
all'inversione col paragonare tale tensione idesla tensione critica
corrispondente al tipo di ciclo di fatica comuntutie le componenti delle
tensioni. Se per esempio si considera uno statosdliecitazione
bidimensionale incompleto, doye= 30 MPa etyy = 15 MPa e le tensioni
sono entrambe all'inversione, allora:

0y =402 +312,=/30° + 3x 18 = 396MPa (2.2.1.1)
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mentre, se si considera il C40, il coefficiente slcurezzan vale,
ipotizzando una esplosione a ventaglio:

n=-220 _706 (2.2.1.2)

3969

Quindi la nozione che i cicli tensionali sono alfersione viene
recuperata impiegando la tensione critica all'isv@re di 280 MPa e non
una tensione statica di 430 MPa od una tensiotieacall'origine.
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2.2.2 Teorie del collasso per stati tensionali affi@anti piani

Aderendo alle considerazioni svolte nel Paragraf,2si sviluppa
nel seguito una formula della tensione ideale s#won Lavoro di
distorsione, per uno stato tensionale piano incetoplSi parte dalla
(2.1.5.12) , valida per tensioni statiche :

Oig Ldist=\/02+3rzzocr = 02+3T2:0CZr =
2
o) | 1 sV (1)’ (2.2.2.1)
— * g =1 = | —| +|—| =1
Ocr \/% O Ter

dove si e sfruttato il fatto che, secondo la teddH_gjst , cr/cr = 3 -

L'ultima espressione delle (2.2.2.1) e soltanto elaborazione della
(2.1.5.12) , e come tale € applicabile a statiiteradi statici. Tuttavia
guesta espressione, riscritta nella forma (2.2.2,2)pud essere
ragionevolmente applicata anche a stati tensiomdflaticanti piani
incompleti, purché a; e ¢ vengano assegnati i valori estratti dal
diagramma di Goodman. Per esempio,&sflessionale all'inversiongy =
280 MPa , e se e staticgy = 220 MPa . | risultati sperimentali
confermano che questo impiego della formula (222.2. stati tensionali
piani incompleti affaticanti produce risultati alskenza corretti.

2 2
(GJ +(Lj -1 (2.2.2.2)
O-CI’ TCI’

Se si segue lo stesso schema di ragionamento gartiatia formula
della tensione ideale secondoyax( € non pit secondo gjst ) per uno
stato tensionale piano incompleto, si arriva ad fomenula identica alla
(2.2.2.2) . Si parte dalla :

L =40 +41 (2.2.2.3)

Seguendo il procedimento impiegato per la (2.2.2s1pttiene :

Oig

Error! Bookmark not defined.



Oy, =40°+41°=0, = 0°+41°=0; =
2
2 2 2 (2.2.2.4)
o T o T
Ocr % Ocr Ter

dove si e sfruttato il fatto che, secondo la tedabamax, crf/cr=2 . Le
espressioni (2.2.2.5) sono variazioni della (24).2La prima espressione
permette il calcolo del coefficiente di sicureazza mentre la seconda
espressione permette di verificare la resisterfatiGa di un organo.

g\’ )1 o) )’
(_J +(_j == (_nj +( mj <1 (2.2.2.5)
Ocr Ter n Oam Tam

Si noti che la (2.2.2.4) non presenta la forma o&@@iy =
espressione , ma e formata da somme di quadrasipgiorti, confrontate
con l'unita. Questo é infatti I'aspetto tipico defbrmule di verifica di
resistenza in fatica. Nel Paragrafo 2.2.3 si ricaweo tuttavia, elaborando
le formule canoniche della tensione ideale in &atespressioni nella forma
canonicgg = espressione. Si veda per esempio l'espress2an&.(10) .

Si incontrano anche nella pratica ingegneristiesi g¢nsionali piani
incompleti nei quali la tensione e dovuta in patta flessione ed in parte
allo sforzo normale. Per esempio, in un alberaalmmissione puo essere
simultaneamente presente uga all'inversione, dovuta alla rotazione
dell'albero, ed ung statica, dovuta al precarico dei cuscinetti. Insgue
casi si puo impiegare la seguente formula empirica

O':O'Mf +O'N

2 2
( Omi_, Oy J +(L) <1 (2.2.2.6)
C)-Mf,cr O-N,cr Tcr

dove mf cr sara la tensione critica all'inversione, mengrecr sara lo
snervamento. Se peffy >> N , allorala (2.2.2.6) degenera nella :
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2 2
(C’Mf +°Nj +(L} <1 (2.2.2.7)

O-Mf ,cr Tcr

dove al denominatore della frazione di sinistraiciferisce ays cr perché
la tensione flessionale € prevalente su quellafalize normale. Nella
determinazione dellgy cr occorre riferirsi al ciclo delle tensioni somma di
Mi € di N , impiegando le tecniche di esplosione del ciclofatica
analizzate nel Capitolo sulla Fatica.

La stessa tecnica impiegata per derivare la forn(Rla.2.2) puo
essere applicata a stati tensionali piani compBtconsidera per esempio
I'espressione della tensione ideale secondo il lcagiddistorsione per uno
stato tensionale statico piano completo :

— 2 2 2 _
Oiq —\/crx+0y—crxoy+3TXy—crCr =

2 2 2 _ 2
Oy +0y,~-0,0,+31%,=0¢ =

2 2
o o o, 0 T
O O O —cr

.\ (o) (0.0 ..)°
O-CI' O-CI' O-CI' TCI‘

(2.2.2.8)

dove si e sfruttato il fatto che, secondo la teddaH_gjst , cr/cr = 3 -

L'ultima espressione delle (2.2.2.8) e soltanto elaborazione della
(2.1.5.15) , e come tale e applicabile a statiiteradi statici piani completi.
Tuttavia tale espressione puo essere ragionevodmemplicata anche a
stati tensionali affaticanti piani completi, purchg e ¢y vengano assegnati
| valori estratti dal diagramma di Goodman. Perstpee conveniente
riscrivere l'ultima delle (2.2.2.8) nel modo segiggiche distingue trg x e
cr,y» dato chey x puo per esempio essere all'origing ¢ all'inversione :
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2 2 2
( Oy j +£ Gy j _K&] +(ﬁj =1 (2229)
Ocr x Ocry Ocrx Ocry Ter

Le espressioni (2.2.2.10) sono variazioni dell2.29) . La prima
espressione permette il calcolo del coefficientsidurezzan , mentre la
seconda espressione consente di verificare segam@e € in sicurezza.

2 2 2
2
O-cr,x C)-cr,y O-cr,x O-cr,y Tcr n
2 2 2
O-amm O-amm y O-amr’n, X o amm Tam

Sexysi annullay diventa tensione principale, per esempjomentre

ydiventap . La (2.2.2.10) diventa, per uno stato affaticgnémo e riferito
alle tensioni principali :

2 2
(&j +( 92 j —(&j =1 (2.2.2.11)
O-cr,l Gcr,z O-cr,l O-cr,2

Le espressioni (2.2.2.12) sono variazioni dell2.@211) . La prima
espressione permette il calcolo del coefficientsidiirezzan , mentre la
seconda espressione permette di verificare seganore in sicurezza.

2 2
2
O-cr,l O-cr,2 O-cr,l O-cr,2 n
2 2
O, j + ( O, j _ [ 0,0, ﬁ) <1
O-amml 9 amnP o amrth o am

Le varie formule delle tensioni ideali per tensiaffaticanti in stato
piano sono raggruppate nella Tabella 3.3 .

(2.2.2.10)

(2.2.2.12)
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2.2.3 Teorie del collasso per stati tensionali affi@anti triassiali

Si esaminano ora gli stati tensionali affaticamnidimensionali. Si
considerano soltanto cicli in cui tutte le tensiesnono sincrone ed in fase
od in controfase, in cui cioe i massimi ed i minidalle onde delle varie
tensioni raggiungono i massimi ed i minimi simuéamente.

Si potrebbe facilmente estendere le formule sviipmer gli stati
piani alle situazioni tridimensionali. Per esempi@,formula (2.2.2.11)
potrebbe venire generalizzata al caso triassiateeco

2 2 2
0-cr 1 0-cr 2 0-cr 3 0-cr 1 0-cr 2 0-cr 2 O—cr 3 0-cr 3 O—cr 1

(2.2.3.1)

Tuttavia per gli stati affaticanti triassiali noror® disponibili
sufficienti dati sperimentali da poter sviluppaneauteoria della tensione
ideale veramente affidabile. Per lo stato tridimemsle affaticante, si e
preferito quindi seguire un approccio diverso dellguimpiegato per stati
piani, e sostanzialmente in sicurezza rispetto @&.3.1) (si veda |l
Paragrafo 2.2.4). Tale approccio viene presenttsaguito.

Si considera dapprima uno stato triassiale rifeatle direzioni
principali. In pratica si adotta soltanto la teodi@l Lavoro di distorsione.
Ognuna delle tre tensioni principali € scompostesne valore mediay, e
nel suo valore alterng, . Mentre il segno dj, risulta dai calcoli e non
presenta quindi incertezze, il segno da attribairg richiede attenzioni
considerate piu avanti. Si calcola poi la tensimeale secondo il Lavoro
di distorsione delle tre componenti medie dellesi@m principali, e
similmente si calcola la tensione ideale, sempors#o il Lavoro di
distorsione, delle tre componenti alterne dellesitmm principali. Si
ricostruisce cosi un ciclo affaticante monodimenale la cui parte media
e la tensione ideale delle tre componenti mediée dehsioni principali
dello stato tridimensionale, mentre la parte ale¥ria tensione ideale delle
tre componenti alterne delle tensioni principalialstato tridimensionale.
La verifica di resistenza va effettuata considecagdesto ciclo affaticante
monodimensionale equivalente. La (2.2.3.2) illusieaformule per il
calcolo della tensione ideale delle componenti medi alterne.
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0123=0123mt0 122

_ [ 2 2
Oid,m —\/01,m+02,m+03,m_(01, P2 mtO02 @3 m O3 @y )n

_ [ 2 2
Oiga = \/Gl,a t05,103,~ (Gl,aGZ,a+ 0,503,703 80 1,:)
Oig =0igm*O0ig,a
(2.2.3.2)

Se il cubetto non e orientato secondo le direziprncipali, Si
procede in modo simile, considerando le sei compiriensionali indi-
pendenti formate da tre e da tre , spezzandoeietemsioni nelle
componenti medie ed alterne, e poi calcolandorisio@e ideale secondo il
Lavoro di distorsione delle parti medie e delletipatterne, ottenendo
ancora un ciclo affaticante monodimensionale edeinta. Non esistono
problemi di convenzioni sui segni delle , dato ¢ée compaiono al
quadrato nelle formule della tensione ideale segoid Lavoro di
distorsione. La (2.2.3.3) illustra le formule pércalcolo della tensione
ideale delle componenti medie ed alterne.

O-nyyzzo-xy,zm-'-o- Xxyza

Txy,yzzxz xyyzzxnﬁ".[ Xy yz zx a

— 2 2 2 2 2 2
oid,m_\/ox,m+0ym+ozm_(0xrq,yn:ll_o-,y%,z$0,pm,>)$3(r ,X)ﬁ_m-[ y?r?; ,)zxm

— 2 2 2 2 2 2
0-id,a_\/O-x,a"'o_y,a-"Gza_(o_ xg ya+0 yg ,zé"o zq ,x)a+3(T xy's-[ ,yz+asz,a)

Oig =0igm*0ig.a

(2.2.3.3)

Si considera ora il segno da attribuire alle paiterne 5 delle
tensioni normali. Il segno da attribuire allé@ un segno relativo, nel senso
che, se si inverte la convenzione, non cambialdreadella tensione ideale
delle componenti alterne, dato che nelle formwdiativamente alla , com-
paiono solamente quadrati e prodotti del tjpoy . In Figura 2.2.3.1 si
presentano tre cicli affaticanti per le tre tensjomncipaliq, 2, 3. | cicli
della e dellag sono tra loro in fase, mentre il ciclo dejla in controfase.
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Figura 2.2.3.

Si esamini il ramo iniziale
delle tre curve delle tensioni.
Mentre la tensiong aumenta
(ramo (1)), lap cala (ramo
(2)) , e lag cresce (ramo (3)) .
Occorre quindi attribuire un
segno, per esempio positivo,
alle componenti alterne delle
tensioni che crescono, quindi
alle 5 della1 e dellag, ed un
segno negativo allgdellas .
Come gia notato, Ila
convenzione opposta non
modifica il valore della
tensione ideale delle
componenti alterne delle tre
tensioni principali.

Le varie formule delle

tensioni ideali per tensioni affaticanti e statmsienale triassiale sono
3.4 . Gli esempi numedel Paragrafo 4
chiariranno sperabilmente eventuali dubbi.

raggruppate nella Tabella
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2.2.4 Confronti tra la tensione ideale affaticantgiana e triassiale

Si e gia notato che l'approccio seguito per oterfermule della
tensione ideale per stati tensionali bidimensiomaldiverso da quello
impiegato in stati tensionali tridimensionali. Ci gone la seguente
domanda : se applico l'approccio valido per unotosteensionale
tridimensionale ad uno stato tensionale pianongtigisultati coerenti con
le formule della tensione ideale valide per statisionali piani ? Sarebbe
infatti desiderabile che l'approccio tridimensiajase impiegato in stati
piani, producesse le stesse formule della tensideale valide per stati
piani.

Si considera per semplicita uno stato piano incetoplseguendo la
teoria del Lavoro di distorsione . La relazioneidiicita tra e € :

2 2
(GJ +(Lj -1 (2.2.4.1)
O-CI’ TCI’

Per uno stato tensionale tridimensionale inveaakiola la;g come
somma di due contributi :

0-id,m = \lo-fn+3-[2m ; O-iol a: V02a+ 3T2a (2242)

Oig =O0igm X O0iga

Si effettuano due diversi confronti tra la formplana (2D) e quella
triassiale applicata ad uno stato piano (3D) :

1) caso in cui e seguono lo stesso tipo di citldatica (per esempio
all'origine o all'inversione) ;
2) caso in cui segue un ciclo all'inversione mengrstatica (caso tipico di
un albero di trasmissione) .

Si esamina dapprima il caso 1) , in cui e seguorsiesso tipo di
ciclo di fatica. Si applicano le formule 2D e 3Dade stato piano. Si noti
che la formula 2D é tipica di uno stato piano inpteto statico e non
affaticante. Tuttavia, dato che e seguono lcsstéipo di ciclo di fatica, €
corretto impiegare formule della tensione idealdidea per tensioni
statiche. Si ottiene :
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2D - Gid:\/0§Up+3-[25up:\/(o-m+o-a)2+3(Tm+Ta)2

3D - Ojy=0igm+0iga= \/Ozm"' 3T2m+\/02a+ 317,
(2.2.4.3)

Si considera ora la diseguaglianza di Minkowskigutel paragone tra le
formule 2D e 3D :

1/p

(é‘xi * yl‘p]”p S(é\x\jﬂp +(§;\ y\p] (2.2.4.4)

Ponendon = 2 ,p = 2, la diseguaglianza di Minkowski assume la
forma :

Jou+ )+ e+ w) sy f+ £+ i+ § (2.2.4.5)

Identificando le variabili della (2.2.3.5) nel moseguente :

X,=0, ; %=3T, ; K=0, ; ¥%=+/31, (2.2.4.6)

la diseguaglianza di Minkowski viene infine ristaitome :

\/(O'm +0,)° +3(Tn+1,)° 402+ 312+ /0%+ 313, (2.2.4.7)
un risultato che dimostra che :

Oig2p < 0ig 3D (2.2.4.8)

In conclusione, per uno stato tensionale pianompudeto affaticante,
con gli stessi cicli di fatica per e per , lad®mme ideale secondo
I'approccio tridimensionale sovrastima la tensiormeale secondo
I'approccio bidimensionale, e quindi € cautelaiivdermini di sicurezza.
Questo risultato esprime la sostanziale diversita due approcci 2D e 3D
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. Le formule 3D , se confrontate coi dati speriméntrisultano meno
precise, anche se cautelative (cioe errate in sofiadi quelle 2D , e quindi
vanno impiegate soltanto in stati effettivamentassiali, per i quali una
estensione dell'approccio 2D non € stata sviluppata

Si esamina ora il caso 2) , in cui la segue uload'inversione
mentre la e statica. Questo caso e tipico di haraldi trasmissione, dove
la , flessionale, e all'inversione, mentre larsibnale, e statica. Si applica
la formula 2D a tale stato piano :

2 2 2
2D o (ij +(Lj =1 = 02+(&j T2:G§r: O'i(zj =

cr

(2.2.4.9)

dove si e postogr = jg , dato che si riferisce ad uno stato
monodimensionale. Si noti che la (2.2.4.9) possiaderma canonicg =
espressione, mentre nel Paragrafo 2.2.2 si erammntiate formule di
verifica di resistenza a fatica in cui somme dip@pi al quadrato erano
confrontate con l'unita, per esempio la formul2.22.2) .

Nel caso del C404 =iy = 280 MPa , = ¢r s= 220 MPa , per
CUi ¢ /or = 280/220 = 1.27 , come gia discusso nel Parag@&foe & /¢r)2
= (280/220% = 1.62 . Si nota quindi che il peso dato alla iEms
tangenziale varia a seconda dei due tipi di ciclied . Se i due cicli sono
uguali, per esempio staticigr(/cr)2 = (Rs/g)2 = (430/220% = 3.82 , non
troppo lontano dal numero 3 richiesto dalla teodal Lavoro di
distorsione. Con questi numeri, la tensione iddalenta :

2 2
o :\/02 +(&J T :\/02 +(%) 12 =/02+127% 12
T

cr
(2.2.4.10)

Si applicano ora le formule 3D a tale stato piano :
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3b o0,=0 ; 1,1 -

Oig = Oig,m +0id,a:\/3T2m +\/02,31:0+«/§T =0+173t
(2.2.4.11)

Riassumendo, per uno stato piano incompleto affiatec con
all'inversione e all'origine, le espressioni dédlasione ideale in 2D ed in
3D sono :

2D - 04 =402 +127 12
3D - 04=0+173t

(2.2.4.12)

Si possono confrontare le due formule 2D e 3D spiano {y /g -
A questo fine, le due formule vengono riscritte eam

2 2
o . T_o1 1{1} - 079 1{1}
o4 127 Oiq Oiq

spp . -1 (1— 0):0.58(1—1j

(2.2.4.13)
1 La Figura 2.2.4.1 mostra

2 D una rappresentazione grafica
— delle due curve 2D e 3 D . Si

\< nota che la curva 2D delimita
una superficie maggiore di
A

w\ \ guella racchiusa dalla curva 3D

. Il punto A risulta esterno al
campo di resistenza della teoria

5 D 3D , per cui il materiale
9 dovrebbe cedere secondo la

0.5 | teoria 3D . Invece il punté é

interno al campo di resistenza

U/U della teoria 2D , per cui Il
_ ‘d materiale dovrebbe resistere
Figura 2.2.4.1 secondo la teoria 2D . In altre
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parole, la teoria 3D , producendo un campo di t&srsa piu piccolo, e piu
conservativa, e quindi a favore della sicurezzdatl sperimentali tuttavia
mostrano una migliore corrispondenza con la cuiwa, 2Znentre la curva
3D € eccessivamente conservativa. Per esempionfine 3D e lineare, in
contrasto colla tendenza dei dati sperimentalispatsi lungo una curva e
non una retta

La conclusione dei due confronti tra espressioneliridimensionali
della tensione ideale é che formule tridimensionali affaticanti della
tensione ideale vanno impiegate soltanto per statitensionali
effettivamente triassiali, ed affaticanti con ciclidi fatica diversi per le
varie tensioni. Per stati tensionali piani affaticati bisogna impiegare
le formule della tensione ideale in fatica bidimenenale. Per stati
tensionali triassiali affaticanti con cicli di fatica uguali per le tensioni
bisogna usare le formule della tensione ideale trichensionale statica,
calcolando il valore della tensione critica per iltipo di ciclo di fatica
agente

2.2.5 Sull'applicabilita di formule di tensione ideale statica in
situazioni affaticanti piane

Nel Paragrafo 2.2.1 si e affermato che e possagfdicare per casi
piani, formule di tensione ideale statica a situazidfateanti purché i
cicli di fatica di tutte le tensioni siano gli s$&s per esempio tutti
all'origine o tutti all'inversione. Si analizzan@lnseguito i fondamenti
teorici di questa asserzione per chiarire I'appliga di formule ideali
statiche in casi affaticanti. Si considera unocspano completo, nel quale
intervengono le tre tensiorsy , Oy , Txy . La formula per tensioni
affaticanti e:

2 2 2
0] 0,0 T
Ocr x Ocr Y Ocrx Ocr Yy Ter n

Se invece si applica la formula per tensioni stéjci scrive:

o
Oy = \/0)2( +0,-0,0,+31%,= r‘]” (2.2.5.2)

Assumend@cr x = Ocr,y , la (2.2.5.1) puo essere riscritta come:
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TZ

cr

0.2 2
o§+0§—oxoy+£ errz =« (2.2.5.3)

oppure anche come:

2
2 2 _ O 2 _ 0Oy
\/O'X +0), 0X0y+£—j Ty = (2.2.5.4)

T, n

| diagrammi di Goodman vedono il contorno superidedie o pit o
meno di valore doppio rispetto a quello dallea parita di tipo di ciclo di
fatica. Per esempio, per un C40 la tensiooedi snervamento,
rappresentativa della criticita all'origine, val@0dMPa, mentre la tensione
T di snervamento vale 220 MPa. Similmente, la tamso di criticita
all'inversione vale 280 MPa, mentre la tensiomk criticita vale 160 MPa,
non troppo distante dalla meta di 280. Se quindicli di fatica delle
tensioni sono tutti dello stesso tipog / 1oy = 2 € la formula (2.2.5.4),
valida per tensioni affaticanti bidimensionali, elinta:

Ou (2.2.5.5)
n

Joi +0,-0,0,+415,=
che e molto simile alla formula (2.2.5.2) validar gensioni statiche
bidimensionali. S@¢, / 1 valesse/3= 1.73, la formula (2.2.5.4), valida
per tensioni affaticanti, coinciderebbe perfettateaon la (2.2.5.2), valida
per tensioni statiche. Questo esempio confermalehfarmule per la
tensione ideale statica bidimensionale possono reemmpiegate in
situazioni affaticanti se i cicli di fatica di tette tensioni sono dello stesso
tipo. Operativamente, si calcola la tensione idstdéica, e la si paragona
alla tensione di criticita affaticante relativa al tipo di ciclielle tensioni,
per esempio all'origine o all'inversione.
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3 Raccolta di formule di tensioni ideali

La Tabella 3.1 raccoglie le espressioni delle tamsideali per le
teorie dellanax » max» max€ per ilLgist, per vari stati di tensioni statiche, e
precisamente per uno stato di tensione pianatofalie tensioni principali,
per uno stato piano (cioé di tensione piana) indetope per uno stato
piano completo. La Tabella 3.2 raggruppa le espmesslelle tensioni
ideali per le teorie dellgyax » max, max € Per il Lgist ,» per uno stato
triassiale statico di tensione riferito alle temsiprincipali e, per il solo
caso del gjst, per uno stato tensionale non principale statieoTabella
3.3 presenta le espressioni delle tensioni idealigteorie dellgyax , max
, max€ per ilLgist, per vari stati di tensioni affaticanti, e precismte per
uno stato di tensione piana riferito alle tensipnncipali, per uno stato
piano (cioe di tensione piana) incompleto, e pear stato piano completo.
Infine, la Tabella 3.4 mostra le espressioni digdlesioni ideali per la sola
teoria dellgyjst, € per uno stato triassiale affaticante di teresioierito alle
tensioni principali ed anche per uno stato tendemn@on principale
affaticante.
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TENSIONE IDEALE

CARICHI STATICI - TENSIONE PIANA

a O,
: I RN
0, 0, g U 0y Ty
‘TJY JTE w‘l T o,
TEORIA P =
g, ™o,
tensioni stato piano incompletd stato piano completo
principali
max o o 2 12| |[oxtoy 1 ary
X 2
N il
0) VO
max ‘ ! 2‘ 1-v -_pl+U 0% +471? ‘1_—\)(0 +0)11+U (0 —0)2+4er
2 2 2 o2 T
o, - Vo
2 2
0, (ox — cy) +415,
max 2 2
\02\ JOSt4T1 |
o,+t0 1 2 2
0, -0, 2 e lloe) +ath,
. 2 2 2
L dist Jof +0% 0,0, \JO© +31 Jo§+0§—oxoy+3riy

Tabella 3.1
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TENSIONE IDEALE
CARICHI STATICI - TENSIONI TRIASSIALI

o, o,
sl
TEORIA = - % )
max 04|02 |0
o, -Vv(0,+0,)
max 0, -Vv(o,+03)
0;-Vv(0,+0),)
0, -0
MaxXx
o, -0y
03 -0
JoZ+03+03-(0,0,+0,0,+00)
Ld|St oppure \/o?( +0§,+0§—(0py+opz+og )+

%\/(01 -0,)° +(0, - 05)" +(05-0y)°

2 2 2
(g +1,+13)

Tabella 3.2

Error! Bookmark not defined.




TENSIONE IDEALE
CARICHI AFFATICANTI-TENSIONE PIANA

Q

T AT,
o, g, g 7 9y ‘ 4Txy
A g Tyl | O
TEORIA — _
g, ™o,
tensioni stato piano incompletd stato piano completo
principali
0} o 1\/ 2 2‘ 0x+0y 1 _ 2
max ‘ 1‘ 212 (0) +4(G0T) > 15\/(0X Gy) +4(G0Txy)
‘0-2‘ O-CI’ o %
o, =—¢°r 0
O TCT
TCI'
0, —Vv 0, o 1
- + % v 2 2
max Tuoi?u 02+4(a01)2 5 (0,+0,)% \/(cx—oy) +4(aoT )
0, =VO,
10 =1 %%
- cr 0~
0_1+U_[7cr 1+VTcr
2 2 2 2
o T o o
e |2 ) = ) [ J )
max Ol,cr OZ,CT O-Cr TCr O-X’Cr O-y'cr
€ 919 4 2
L . Orcr O2cr sottocas( Oy Gy +[ Txy J <1
dist 9= Owmr +On Oyx,cr Oy,cr Tyycr
2 2
(j H <1
o—Mf,cr 0—N,cr Tcr

Tabella 3.3
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TENSIONE IDEALE

CARICHI AFFATICANTI - TENSIONI TRIASSIALI

TEORIA

Os

‘
tensioni pr|n0|pall

Ldist

012370123m*t 0125
— 2 2 2
Oid,m _\/01m+02 m¥ O3 m‘(01 W2, mtO02 @3 O3 By )n

Oig \/01a+02a+03a (01 02a+02,93,a+03,91,;

Oig =0igm *0iga

Cicli in fase od in controfase

01237 012am * 012,

- 2 2 2
Gid‘m_\/01‘m+02‘m+03‘m_(01,n§’2‘ mtO2 @3 m O3 My )n

- 2 2 2
Oiga = x/oxa +02a%03," (Gl,aoz‘a"' 028321030 Q

TEORIA

a,
Tt T,
T \Eﬁ{

T . .

Lyt stato triassiale completo

~N

Error! Bookmark not defined.




OX,Y,Z=0XMZm+0 Xxyza

Tyyzo™ Uxyyz o U xyyzxa

O-id,mz\/o-i,m*'o-zym"'o-zzm_(o- xg ,yrﬁ*'o- ,y% ,z?ho- ,pm, >)ﬁi1'3(-[2 ,xf'mTz,y'z*'r%-z s )zxrm

. _ 2 2 2 _ 2 2 2
Ldlg O-id,a_\/O-x,a"'o-y,a"'O-za (0 xg ya+0 yg zé"o- zQ; ,x)a+3(T xy'iéT ,yz+asz,a)
Oig =0igm*0iga

Cicli in fase od in controfase

0123=012am ¥ 012,

- 2 2 2
Gid‘m_\/01‘m+02‘m+03‘m_(01,n§’2‘ mtO2 @3 m O3 My )n

- 2 2 2
Oiga = \/01@ +02a%03," (Gl,aoz‘a"' 028321030 Q

Tabella 3.4
4 Esempi di calcoli di tensioni ideali

4.1 Puo una tensione ideale statica secondo Von Miaksev- 35 MPa?
La tensione ideale statica secondo Von Mises e iepsitiva, e quindi
non puo assumere un valore negativo. Tutte le aansdeali statiche
producono valori solo positivi.

4.2 Si considerano i quindici stati tensionsfatici (cioe non affaticanti) ,
in stato piano di tensione ed in stato tridimenaien rappresentati in
Figura 4.2.1 . Per ogni stato tensionale, si vogliealcolare le tensioni
ideali secondo la teoria dellagx modificata, dellanax, € dellLgist . In
particolare, si vuol verificare se e garantita daistenza secondo |gax
modificata, con riferimento ad una allumina per iego biomedico
(materiale fragile con tensione di rottura di 35@a, impiegato nelle
testine in ceramica per protesi d'anca), e seangtx la resistenza secondo
la maxed il Lgist, con riferimento al C40 , acciaio a comportamehutile
con tensione di snervamento di 430 MPa . Per ebiramateriali si vuole
inoltre calcolare il relativo coefficiente di si@nza. Non si considerano le
teorie dellamax, della max, € dellLgef, perché queste teorie sono state
abbandonate nella pratica ingegneristica.
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lo conosco un pianeta su cui c'e un signor Cherrilsn ha mai annusato
un fiore. Non ha mai guardato una stella. Non hai maluto bene a
nessuno. Non fa altro che addizioni.

IL Piccolo Principe
Antoine de Saint-Exupéry
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Stato (a):

O-id o0 max modficata

—57MPa : n=--g614
57

O-id Tmax:57|v”:)a , n:@:7.54
57
Oyl iy =57 + 45 — 57x 45 52 0BIPa ; n=—=0 —g 26
52.05
Stato (b):
350
Oid| 6 max modficata — 0/ MPa ; n= E =522
430
Oig|tmax = 67+ 34= 10IMPa ; n= 1—01: 4.26
Oig | L dist = \/672 +3# -(67x—- 3%= 890MPa ; n:ﬂ =483
89.01
Stato (c):
350
Oid| o max modficata — 0 MPa n:T = oo
Oiglrmax =81MPa ; n= 4—302 531
81
430
Oid| L dist =\/812 + 24 -(-81x - 24= 7208/Pa ; n:%: 597
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Stato (d):
-6

o max modficata — 2

Oig

J_r;WsZ + 4x 34 = 89MIPa

(siesceltoil segne perché dala massma  ditrazionens 3;390 =393
430
o, =,/76° + 4x 34 = 10198MPa ; n=-— =422
id | T max \/ 10198
430
Ol ges =+/76° +3x 3% = 9619VPa ; n=——— = 4.47
id | L dist \/ 96,15
Stato (e):
-54 1 350
Oid | o max modficata :7 +2\/(_54)2 + 4x 43 = 237MPa , N= 2377:14-72
430
Oig Tmax:\/542 + 4% 43 = 1015%MPa ;o N= 10155: 423
Ol gist =+/5# + 3x 43 = 92MPa ; n:?::4_67
Stato (f):
72 1 350
Oid |0 max modficata :? "‘2\/722 + 4% 210G = 249 08IPa n=m= 141
430
Oig Tmaxz\/722 + 4% 210 = 42613/Pa ; n:m’:]_Ol
430
OilL gie = 72° + 3% 21G = 37138Pa ; n= =116
id| L dist \/ 37138
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Stato (g):

98+ 43
macmottean = o+ 2 (08 43"+ 4« 324= 3956MPa

Q
o

. . R L : ) 350 _
(siesceltoil segne perché da la massimads trazione) ; 305 67 0.88<1 = collasso

2 430
Tmasz(gs— 43"+ 4x 324= 6503MPa ; n=grag5=066<1 = collasso

Laist =/OF + 43 - 98 43 X 324= 56KPa ; n:g—g’g:o.mq = collasso

Q
o

Q
<y

Stato (h):
77-68 1 2 350
O o maxmodicata =~ 5 * 5 77+ 68" + 4x 132 = 155MPa =gz =2 26
2 430
Gig rmax:\/(77+ 63 + 4x 132 = 301MPa ; n:m:l43
_ _ . 430_
Oulias =T + 68 + 77x 68 ¥ 132= 26MPa ; n=rg =165
Stato (i) :
+
G omasmotican = g 2+ 5 \(243- 727+ 4x 59= 26138Pa ; n= ol = 134
+
Gid|t max = 2432 72"‘%\/(243— 732 + 4x 59= 261MPa ; n= 2463;.04: 165
Gu|Las =+243 + 72— 24% 72 3 59= 239WPa ; nzz‘%olz 18

Si esaminano ora gli stati tensionali triassidiernti alle direzioni
principali (I) , (m) , (n) .
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Stato (1) :

350
cyid‘omax modicata — 93 MPa n:¥:3.76
Oig|tmax = 93~ 24= 69MPa | n:‘g):e.zza
O-id L dist :\/15\/(93_ 832 +( 87_ 242 +( 24— Qﬁ = 66 ZMPa 1 n= 6463;)0: 65
Stato (m):
350
O-id‘cmax modicata = 137 MPa n:E?:ZSS
Oig rmax:137+ 76= 213vPa ) n:;]-igzz-oz
Oig Ldist:é\/(l?ﬂ— g% +(8+ 76°+(- 76- 137 = 1858dPa ; n:lgg’gsz 2.31

Stato (n):

=61MPa ; n:@: 5.74
61

Gid o0 max modficata

Gyl... =61+8= 69MPa n:46390:6.23
Oid| L dist :\/15\/(61_ 532 +( 55+ 32 +(- & 6)12 = 6620MPa ; n:;?;):G.S
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Si noti che lgg secondo ilLgist € identica per i casi (I) ed (n) . Cio e
dovuto al fatto che i due stati tensionali triaksiéstano tra loro di una
tensione idrostatica, che non influenza il valoe#tadg secondo il gjst. In
altre parole, la differenza tra lo stato tensioml@) e di (n) € una tensione
idrostatica di 32 MPa .

Si esaminano ora gli stati tensionali triassiamnpteti (0) , (p) , (q) .
Per calcolare la tensione ideale, occorre in gendeterminare
preventivamente le tensioni principali. Una voltaten le tensioni
principali, sono disponibili le formule di calcoldella tensione ideale.
Restringendo l'interesse alle teorie della tensidaale che sono di valore
applicativo, e cioe alla teoria dellgyxmodificata, dellanax, € dellgist
I'unica teoria che permette di calcolare direttaiméa tensione ideale per
un caso tridimensionale completo senza bisogno dterchinare
preventivamente le tensioni principali € quella dglst . In questo
esercizio non si esamina la determinazione dellesidai principali,
rimandando per questo aspetto lo studente ai thstbcienza delle
Costruzioni, e quindi si calcola per gli stati temsli (0) , (p) , (q) soltanto
la tensione ideale secondd.jjsi .

Stato (0):

Oig| Lot =, 76° +1F + 8F—( 76 10 18 8% 8L J6 (F# 26 o=

_ 430 _55g

77.31MPa : n=_" =5,
77.31

Stato (p):

Oig| Lt =59 + 27+ 5P -(5% 27 2% 51 54 59 (38 19 2=

10453MPa ; n= 430 411

10453
Stato (q):

Oig|Last =482+ 73+ 38 —(- 4% 73 78 38 38 I8 (F7 45 o=
14141MPa ; n=_30 =304
14141
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4.3 Si considera ora la lastra forata di Figura

LJL (5.1.1) perd/w = 0.5 , il Fattore di forma valg

2.125 . Siccome il carico € statico, per |l
16CrNi4 ¢r = Rs sforzo normales 900 MPa .

W

? - 4.3.1 , soggetta a sforzo normattico, e
realizzata in 16CrNi4 ed in C40 . Si vuole
W valutare il coefficiente di sicurezza della lastra
| forata perP = 10000 N d =20 mm ,w = 40
A | A mm ,s =5 mm . Dalla formula interpolante
|
I

W Nella pratica tuttavia ci si riferisce piu spesso
a Rs Flessione= 1070 MPa , un valore di poco
‘ = superiore a Rs sforzo normale - L'acciaio
16CrNi4 e da cementazione, e quindi supposto
| [ fragile per quel che riguarda l'effetto intaglio.
2 Quindi k va impiegato a moltiplicare la
ez AA tensione nominale statica , secondo la
Tabella 4.4.2 , per dare la tensione teorica
Figura 4.3.1 statica; . Si ottiene :
o, = 10000 =100MPa ; o,=2125< 106G 21
(40-20 x 5
n= 1070 5.04
2125

Si riconsidera ora la lastra forata di Figura 4.3.fjuesta volta
pensata realizzata in C40 . Siccome il caricstadico, per il C40¢ =
Rs.Sforzo normale 360 MPa . Nella pratica tuttavia ci si riferiqué spesso
aRs Flessione= 430 MPa , un valore superiordR@sforzo normale L'acciaio
C40 e da bonifica, e quindi suppostlnttile relativamente all'effetto
intaglio. Quindi la verifica di resistenza va eftetta riferendosi alla
tensione nominale statigg secondo la Tabella 4.4.2 . Si ottiene :

o, = 10000 =100MPa = n:ﬂ):4.3
(40-20 x 5 100
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4.4 Si considerano nel seguito i tre stati tensioa#hticanti esistenti nei
tre alberi rotanti di Figura 4.4.1 . In seguitoaafiresenza di Momento
flettente, nasce una tensione che, a causa o#dflzione dell'albero, segue
un ciclo all'inversione. In seguito poi alla prezzrdi Momento torcente,
nasce anche una tensione che per0o € statica, cti@ola rotazione
dell'albero non produce oscillazioni di in un pugenerico del materiale.
Infine, lo Sforzo normale produce una . Si asseheelo Sforzo normale
sia dovuto alla presenza di un precarico assieleasto da cuscinetti ai
0 adO. Tale precarico non varia con la rotazione déed, e quindi la di
Sforzo normale é statica. La Figura 4.4.1 preseariahe i quadrati
elementari con le relative sollecitazioni. Lo stdemsionale e quindi
affaticante, in tensione piana, in stato piano mgleto.

Per ognuno dei tre stati tensionali di Figura 4.4.4i vogliono

T T T
— = — = —
O e}
- T Uw L O g T
T o) <My In T o)
T
T T T

Figura4.4.1

calcolare le tensioni ideali secondo la teoria alglhx € delLgist - In
particolare, si vuole verificare se & garantitadsistenza a tempo infinito
dei tre alberi costruiti in 16CrNi4 ed in C40 , se vogliono anche
sviluppare le formule per il calcolo del il coeféate di sicurezza.

Per lostato (a)di Figura 4.4.1 , si impiega la formula (2.2.1.5) :
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2 2
o) ) =
| o+ — =
O¢r Ter n

dove le tensioni e sortensioni nominali, dato che l'albero e di sezione
costante, e quindi non nascono concentrazioningid@e. Si ha quindi :

Per |I 16CI’NI4 'Cr = inv’ﬂessione: 780 MPa y mentr@r = S = 560
MPa . Se per esempMy =40 Nm , M;=30 Nm ,d =20 mm , si ottiene :

o= 40%202 50.93MPa ; 1= 30%202 1910MPa =
20 20
32 16
2 2
(50.9 +(19.10) :iz ~ n=1357
780 560 n

Pel’ || C4O Cr = inv’ﬂessione: 280 MPa , mentrgr = S: 220 MPa .
SeMs=40 Nm , M{=30 Nm ,d =20 mm, si ottiene :

o= 40%202 50.93MPa ; 1= 30%202 1910MPa =
20 20
32 16
2 2
(50.9 N (19.10) _ iz . N=406
280 220 n

Per lostato (b)di Figura 4.4.1 , si impiega la formula (2.2.1.6) :
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O=0y t0y

0) ? 2 1
0) T
( Mf + N ] +(_j :_2
O-Mf,cr O-N,cr Tcr n

dove le tensioni e sono ancdemsioni nominali, dato che l'albero e di
sezione costante, e quindi non nascono concentiadidensione. Si ha
quindi :

Per il 16CrNi4 ,mf cr = inv,flessione= 780 MPa N cr = Rgn= 900
MPa , mentre, = = 560 MPa . Se per esemy = 50 Nm , N = 10000
N, M{=40 Nm ,d=20 mm, si ottiene :

Oy = @’ 6366MPa ; oy = 10%00—3183MP ;1= @) 2546 MPa =
m20° 207 m20°
32 4 16
2 2
(63664.318 +(254 :i = n=7.97
780 900 560 n?

Per || C4O ,Mf’cr = inv’ﬂessione: 280 MPa N’Cr: RS,N: 360 MPa ,
mentregr = = 220 MPa . S&s=50 Nm , N= 10000 N ,M{=40 Nm ,d
=20 mm, si ottiene :

O = 50%20 6366MPa ; O = 10%20 3183MPa ; 1= 40%30 25.46 MPa =
120 1120 120
32 4 16

(6366 318 [254 _iz L o297

280 360 220/ " n
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Per lostato (c)di Figura 4.4.1 , si impiega la formula (2.2.1.5) :

QRO
R 4+ — :_2
O-CI‘ TCI’ n

dove le tensioni e sonnsioni effettive dovendo tener conto delle
concentrazioni di tensione dovute alla presenzao dsbpallamento
nell'albero. Si ha quindi :

Per il 16CrNi4 ,cr = inv flessione= 780 MPa , mentrg, = g = 560
MPa . Si assumbls = 55 Nm eM; = 35 Nm . Se il diametro minore, il
diametro maggiore, ed il raggio di raccordo deflalemento valgond =
20 mm ,D =24 mm,y = 1.5 mm, il fattore di formgflessionale si ricava
dalla Tabella di Figura 5.5.4 , ppfd = 1.2 e per/d = 0.075 . Si deriva un
k flessionale 1.75 . Similmente, il fattore di form#orsionale si ricava
dalla Tabella di Figura 5.5.5 , ppfd = 1.2 e per/d = 0.075 . Si deriva un
ktorsionale 1.4 . In altre parole, & bene distingulevalore dik a flessione
da quello di torsione. L'acciaio 16CrNi4 e da cetmaeione, e quindi
suppostofragile per quel che riguarda l'effetto intaglio. Quingliva
impiegato sia a moltiplicare la tensione affatieammhe la tensione statica
secondo la Tabella 4.4.2 . Si noti che nei calgohtici si tende ad
impiegare la Tabella 4.4.2 e non la 4.4.1 , cioassik al posto dix . Si
ottiene :

_ 55000 _ 35000

on—W:m.OBMPa , Tn—W:2228MPa =
32 16
(175>< 70032 (1.4 x 222%2_ 1 _
780 )t s60 ) T2 = N76

Per || C4O 'Cr = inv’ﬂessione: 280 |\/|Pa , mentrgr = S: 220 MPa .
Si assuméVis = 55 Nm eM; = 35 Nm . |l diametro minore, il diametro
maggiore, ed il raggio di raccordo dello spallarmerdigono ancord = 20

Error! Bookmark not defined.



mm ,D =24 mm, = 1.5 mm , per cyiflessionale 1.75 gtorsionale 1.4

. L'acciaio C40 €& da bonifica, e quindi supposdtdgtile per quel che
riguarda l'effetto intaglio. Quindi va impiegato a moltiplicare soltanto la
tensione affaticante , secondo la Tabella 4.432 noti che nei calcoli
pratici si tende ad impiegare la Tabella 4.4.2 e lac4.4.1 , cioé si usgaal
posto dix . Si ottiene :

o, = 55%030: 70.03MPa ; 1,= 35%030: 22.28MPa =
1120 1120
32 16
2 2
(175>< 70 Olj +(22.2 =i2 . n=223
280 220 n

4.5 Si considerano nel seguito i quindici stati tenaloaffaticanti in stato
piano di tensione ed in stato tridimensionale, rapgntati in Figura 4.5.1 .
Per ogni stato tensionale, si vuole calcolare taitee ideale secondo la
teoria dellyist, ed il relativo coefficiente di sicurezza con nifieento al
C40 , acciaio a comportamento duttile d&)flessione= o flessione= 430
MPa ,iny flessione 280 MPa g= o= 220 MPa j,, = 160 MPa .

Error! Bookmark not defined.



81,inv’

T43,Stotico l 27,0r i 67,inv
34 inv 18,inv 26,inv
() RO P
30,st 35,01 _b7inv
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|
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Figura 4.5.1
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Stato (a):

2 2
o) o) o3 -
O-1,cr O-2,cr Cyl,cr O-2,cr n2
(43 2+( 34\? 43x(-34_1

B = n=521
43 28 430x 280 n?

dove si € assunto -34 (e non +34) , in modo daetéeil massimo valore
del membro di sinistra. La tensione all'inversiamfatti oscilla tra +34 e -
34 MPa .

Stato (b):

n=9.09

(g 2+(18 ? (27)x18_ 1
43 28 430x 280 n?

dove si sono scelti i segni in modo che il membrosidistra risulti
massimo. Infatti una tensione vale sempre -27 ,tradfaltra oscilla tra
+18 e -18 . Esiste quindi un istante in cui unaiteme vale -27 e l'altra +18
MPa .

Stato (c). Se i due cicli delle sono in fase, non esistenemento in
cui le tensioni valgono -67 e + 26 , per cui :

672 (26)°> 67x26 1
+ 2

— = = n=479
28

280/ 280x 280 n

Se invece | due cicli delle sono in controfaséstesun momento in
cui le tensioni valgono -67 e + 26 , per cui :

= n=337

672 (26)\°> 67x26 1
+ + —

280 28 280% 280 n
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Stato (d):

2 2
o) ) =5
R 4+ — __2 =
GCF TCI’ n

2 2
(BP0 g

280 220 n?

Stato (e):

[%40){2%)”& ~ n=529
Stato (f):

(ST (971 . n-1074

Stato (g). Se i due cicli delle sono in fase, non esistanamento
In cui le tensioni valgono -41 e + 82, per cui :

? o 2 0,0 T 2 1

o
( X j +( y J ) o, +( » J T
Oy, cr O-y,cr Oyx.cr O-y,cr Txy,cr n

(412 (822 41x 82 (98 2 1 _
—— | + - + == = n=195
28 28 280x 280

22 n?

Se invece | due cicli delle sono in controfaséstesun momento in
cui le tensioni valgono -41 e + 82, per cui :

= n=169

(412 (822 41x 82 (98 S|
— | + + + =
28 28 280x 280 \22 n
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Stato (h):

2 2 _ 2
(82 +(90 82><9O+(870) :i — n=190

430 430/  430x 430 \22 N2

Stato (i) . Se i due cicli delle sono in fase, esiste un emwtmin cui
le tensioni valgono +201 e +107 , per cui :

(2012 (10 > 201x 107 (23 2 1
+ - + =—

i = n=225
43 28 430x 280 \22 n

Se invece | due cicli delle sono in controfaséstesun momento in
cui le tensioni valgono +201 e -107 , per cui :

= n=134

(gl ? +(10 2_201x(—1oz+( 23)%_ 1
43 28 430% 280 \22 n°

Si esaminano ora gli stati tensionali triassidiemnti alle direzioni
principali (I) , (m) , (n) .

Stato (I). Se i due cicli delle all'origine e all'inversssono in fase,
esiste un momento in cui le tensioni valgono +32.@2 , per cui :

_ [2 2 2
Oid,m _\/01,m+02,m+03,m_(01, mO2, mtO2 03 mfO3 Py )n

Oig,a = \/Gia +05,+05,~ (Gl,aGZ,a+ 054034,103,0 ;
4=0,,=74,0,,=0

32=0,,=16;0,,= 16

102= 0;5,,= 0,05, = 102

Oym=y74+16+ 0-(74< 16+ 1& 8 8 J4 674MPa

Oya=+0+16%+102 —( 0x 16+ 16 102 102 )G 9502Pa
O =0igm £ 0,4,=67441 9502MPa

Se si ipotizza che il ciclo di fatica monodimensten equivalente
esplode @, = cost, l'ipotesi piu restrittiva, la tensionetica flessionale si
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ricava dal diagramma di Goodman del C40 tracciama® retta verticale
con n = 67.44 MPa , e trovando l'ordinata in cui questdartaglia il

contorno superiore del diagramma di Goodman. Satgp 350 MPa , per
Cui :

350
67.44+ 9502

n= Ocr =

0)

215

supnormale funzionamento

Se invece i due cicli delle all'origine e all'img®ne sono in
controfase, esiste un momento in cui le tensioflgorao +32 e -102 , per
cui occorre attribuire segni diversi alle parteatte di queste due tensioni:

Oym=+T4 +16+ 0-(74x 16+ 1& 8 & 74 674MPa

Oiga=40+16 +10% —( 0x 16+ 1& (- 102 (- 10% )& 1108WPa
Oiy = Oigm * Oiq.o = 67.44% 1108 MPa

350

n= =196
67.44+ 11087

Stato (m). Si suppone per semplicita che i cicli tensios&ino in
fase. Questa ipotesi non e la piu cautelativa, anaunique la piu frequente.
Si ottiene :

87=0,,=4350,,= 435
67=0,,=-3350,,= 335
141= 03, = 0,05, = 141

Ogm=+435 + 335+ 0-( 435 (- 336+(- 33% © 0 435 66BPa

Oya=435F + 335+ 142 -( 43% 335 335 141 141 435 1028Fa
Oig =0jgm £ 0jq = 6687+ 1028 MPa
310

n= =183
66.87+ 102 87
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Stato (n) . Si suppone per semplicita che i cicli tensioms&ino in
fase. Si ottiene :
12=0,,=72,0,,=0
8/=0,,=0,0,,=87
75=0;3,=3750;,= 375

Oym=+72°+0+ 378 (72 O & 37% 37% J2 6238MPa

Cya=+0+87+375—(0x 8% 8% 375 376 )& 7588Pa
Oig =0igm £ 0,q,=6237% 7558MPa
n=— 308 _593

6237+ 7558

Si esaminano ora gli stati tensionali triassiainpdeti (0) , (p) , () .
Come gia notato, la teoria della tensione ideatersao ilLgjs; permette di
calcolare direttamente la tensione ideale per uso daidimensionale
completo senza bisogno di determinare preventivéanda tensioni
principali. Si impiegano le formule (2.2.2.2) :

O-X,Y,Z:O-quyzm-l-o- Xyza

Tyyzzox™ Usyyzaxd T yyyzaxa

O_id,mz\/o-f(,m-"o_zym"'o_zzm_(o- Xiq ,yrﬁl'o_ ,yQI ,tho- gn ))#73(.[2 ,X)7"m.l-2 , y?rﬁz , lxm

— 2 2 2 2 2 2
O-id,a_\/O-x,a-i_o-y,a-l_O-za_(o- xg ya+0 yg ,zéi_o- zq ,x)a+3(T xy-s-[ ,yz+asz,a)

Oig =O0igm X O0ig,a

Stato (0). Si suppone per semplicita che tutti i cicli temsili siano
in fase. Si ottiene :
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=9

8= Oym= 4;0y,a: 4

9=0,,=0;0,,

8/1=0,,=0;0,,=87
26=> T,y = 26,7, ,~

xXy,m —
12=>71,,=36T,,,= 36
9= T, m=0,T 4=

Oigm=1/0+4% +0-(0x 4+ 4x O+ Oc P+ § 26+ Fb+ Jo= 7702Pa

Oiga=(9?+42+87—(9x 4+ & 8% 8% P+ B 6 Jor Y= 103MPa
Oig =Oigm £ 0,44 = 7702+ 1031(0MPa

_ 360 _
n= =2
77.02+ 10310

Stato (p). Si suppone per semplicita che tutti i cicli temsili siano
in fase. Si ottiene :

71=0,,=350,,=35
9=0,,=-450,,=45

95=>0,,=0;0,,=95

9= Tym=0:T,ya=9
9=>T1,, =45 T, ,= 45
4= T, = 2,T 5= 2

Oin=135 +(-49%+ 0-(35¢(- 45+(- 4px @ & 35 (30 .43 2= MPa

Gid,a:\/3'52+ A5 + 95 - (35 &H+45x 95+ 95¢ 3b+ # 3+ 4%+ 2"= 92 79Pa
Oy =0y mt0iq.=11% 9272MPa

285

n=———=275
11+ 9272

Stato (g) . Si suppone per semplicita che tutti i cicli temsili siano
in fase. Si ottiene :
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9=>0,,=45;0,,=45
7=0,,=-35/0,,=35
86=0,,=-43,0,,= 43
=T,y m=34T,,,=0
yza= 0

8:>TMm:O;szaz8

1=T,m=1;T

Oum=y45 +(-397 +(-49° - (45<(- 3+ (- 3p<(- 43(- 43 45 (334 ’% |8 748®a

Gid,a:\/4-52+352+ 4% - ( 45¢35+ 35x 43+ 4% 45+ (39 9 2@: 41 40Pa

Oy =0jgm £ 0i4,= 7453t 4140MPa
285

n=——=246
74.53+ 4140

tensione ideale massima

Figura 4.6.

4.6 Nella Figura 4.6.1 viene mostrato un
output agli elementi finiti di un
battistrada aderente al cerchione (non
mostrato in Figura) di una ruota
gommata per carrelli impiegati nel
trasporto di materialein magazzino,
Figura 4.6.2. La tensione ideale
raggiunge il massimo valore al centro
della zona piu chiara, e cioe in un punto
(lievemente) sottosuperficiale. Questo
risultato e consueto oppure
sorprendente?

Loty L'esperienza ingegneristica mostra che la
: : tensione
escludendo quindi l'elastoplasticita) cade quasi
sempre in una zona alla superficie del corpo. 8spe
alle travi, agli alberi di trasmissione, alle molks
tubi, al piede di biella, allo spinotto. Il risuitadi
Figura 4.6.1 € quindi inconsueto.

Una rara eccezione al fatto che la tensione

ideale massima (in campo elastico,

Figura 4.6.2 ideale massima sia superficiale € rappresentata dal
contatto Hertziano, per esempio cilindro (pieno)
contro piano, dove la tensione ideale massimaegiinente) sottosuperficiale.

L'esempio di Figura 4.6.1,

nel quale la tensioneald massima e

sottosuperficiale, e infatti simile al contatto E#ano cilindro-piano.
Il fatto poi che la tensione ideale massima sisgsempre superficiale e
collegato al classificare come fragile un acciagmentato (vedi il Capitolo
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sull'Effetto Intaglio), dato che la tensione massitade nello strato cementato
superficiale, piu fragile, e non nel cuore, piutiei

e — = nj

(a) (b) (c)

Figura 4.7.1
di o (per esempiagijg= 3 0).

4.7 Si consideri la Figura 4.7.1
con tre cubetti. Si ipotizzi che
il valore della tensiones sia

numericamente uguale a quello
della t. Calcolare per i tre

cubetti la tensione ideale
statica secondo Mohr e
secondo Von Mises, in termini
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5 Esercizio svolto sulle tensioni ideali in un pemmdi puleggia

La puleggia folle della stazione di rinvio di ureggiovia, Figura 5.1
, ha un diametro all'asse delle funi di 3.4 metripesa 10000 N . Il tiro nei
due rami della fune portante-traente varia, a stgaei passeggeri e della
temperatura, tra 130000 e 150000 N . Il pernoadellleggia € cavo, e
viene realizzato in C40 . La normativa richiede c¢heoefficiente di
sicurezza del perno sia maggiore od eguale a €heela rotazione del
piano di tracciaA - A, causata dal tiro della fune, sia minore od egaale
102 radianti, per evitare usura eccessiva della fuseagrucolamenti. Si
verifichi se la struttura soddisfa a queste ridi@ies

120
‘ 7
(3
Nl e
A ———5— 70 N7y 1 A
l | ]
200
Figura 5.1

Il tiro complessivo massimb esercitato sulla puleggia e quindi sul
perno dai due rami della fune, Figura 5.2 , val@30000 = 300000 N . II
momento flettente massimo, dove il perno e incastadla piastra, vale
quindi :

M, = F 1 =300000x 15G= 45000 008 mm (5.1)

Si impiegano nel seguito per il calcolo delle tensile classiche
espressioni valide per le travi, le quali pero fianno valori approssimati,
dato che il perno é abbastanza tozzo.

La tensione flessionale massima nel perno all'incasle :
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=6583MPa  (5.2)

Il ciclo di fatica della tensione
flessionale nel perno e pulsante, dato
che il tiro F esercitato dai due rami
della fune varia tra un minimig; di 2
130000 = 260000 N , ed un massimo

g =M _ M; ___ 45000°000
"W D (1_(d)4j m200° (1_(120 4}
32 D 32 20
7
deformata }’
F=2T )
Fs di 2

Figura 5.2

150000 = 300000 N
Tuttavia il coefficientK vale :

1+ 0 L4 260000

K= s = 3205000: 0.93

2

(5.3)

un valore molto prossimo all'unita,
per cui gli effetti della fatica sono
insignificanti, e quindi la tensione
critica a fatica €& la tensione di
snervamento del C40 .

La tensione di sforzo normale nel perno vale, essdmpesoP della

puleggia di 10000 N :

P

10000

T[(D2 - d2) - n(zoo2 - 1202)

= 0.5MPa (5.4)

4

4

Quindi la tensione di sforzo normale risulta traabile rispetto alla
tensione flessionale. Il coefficiente di sicuremnzaale percio :

430

Nn=———-=648>6
6583+ Q5

(5.5)
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e quindi, relativamente alla posizione nella sezidel perno piu lontana
dall'asse neutro, risulta verificata la condiziate il suo coefficiente di
sicurezza sia maggiore od eguale a 6 .

La massima tensione di taglio vale :

4 1 |F 4 1 300000
T=—|1+ — =1+ =2867MPa
3 24.9 A 3 17204.@ T[(Dz_dz)
D d 200 120 4
(5.6)

Si noti che in una sezione circolare piena la massale 4/3 la
media, mentre per una sezione circolare in pamdtdesla massima vale il
doppio della media. Per una sezione circolare adivapessore non
piccolo, si impiega l'espressione riportata nelaBeafo sui richiami di
geometria delle masse, derivata con Jourawskimgiegata nella (5.6) .
Per la geometria di Figura 5.1 , tale coefficiecterettivo della media a
dare la massima vale 1.92 , cioé € molto vicingadbre caratteristico di
una sezione circolare cava in parete sottile.

La tensione massima agisce sull'asse neutro, teveensione
flessionale si annulla, e quella di sforzo normale trascurabile.
Tralasciando appunto la tensione di sforzo normaleoefficiente di
sicurezza vale :

n=22 _767>6 (5.7)
2867

In realta, il coefficiente di sicurezza effettivoud po' inferiore a
7.67, dato che si e trascurata la tensione di afoazmale. Per tener conto
della presenza simultanea della tensione tagliantk sforzo normale,
occorre impiegare una formula di tensione idealecdne i cicli di fatica
della di sforzo normale e della sono gli stessipuo impiegare una
formula della tensione ideale per un caso pianompdeto e per carichi
statici. Secondo Guest, si ha :

- 430 =7.50
57.34

O, =+0°+412=,/05+ 4x 2867 = 573MPa = n

(5.8)
Secondo il lavoro di distorsione, si ha :
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430
49,66

=866
(5.9)

0, =+0°+312=,/05 + 3x 2867 = 4966/Pa = n=

Si noti che questo coefficiente di sicurezza, mmenhdo conto sia
della di taglio che della di sforzo normale, ieVémente) maggiore di
guello calcolato nella (5.7) tenendo conto delléaso Questo risultato
sorprendente deriva dal fatto che il rapporto tvalori sperimentali della
di snervamento e la di snervamento, 430/220 = 1.85maggiore del
valore del precedente rapporto implicito nella i®alel lavoro, che vale 3
=1.73 . In altre parole, la teoria del lavoro whtdrsione conferisce alla un
peso un po' inferiore al valore sperimentale.

In alternativa all'impiego di tensioni ideali sthte, si possono
adottare anche tensioni ideali affaticanti. Impreda Guest o il lavoro di
distorsione ( le due formule coincidono), si ricava

2 2 2 2
(_O- j + (L} = (E + (—28'6 = iz = n=7.67
O-crit Tcrit 43 220 n

(5.10)

un valore numericamente indistinguibile dalla (5,8 causa del basso
valore della di sforzo normale rispetto alla dglio. Si noti che il
coefficiente di sicurezza ottenuto tramite la ($.10essendo basato sui
valori sperimentali delle tensioni critiche, norffe® delle contraddizioni
incontrate applicando a casi affaticanti la (5.9) .

Si pud comunque concludere che, relativamente pdlaizione
nell'intorno dell'asse neutro del perno, risultafieata la condizione che il
suo coefficiente di sicurezza sia maggiore od egad .

Infine, la massima rotazione dell'estremita libdeh perno, dovuta
al tiro dei due rami della fune portante-traenigufa 5.2 , vale :

_FI12 300000x 156

- - - =2.35x 10%*rad < 2x 10° rad
2EJ 2% 210 000><64(2004 - 120‘)

¢

(5.11)
Si conclude che il perno verifica la condizione theotazione della
sua estremita libera, e quindi la rotazione dehgidi tracciaA - A di
Figura 5.1 , sia minore di 1®radianti.
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6 Esercizi proposti sulle tensioni ideali

6.1 Si considerino i quindici stati tensionali staticin stato piano di
tensione ed in stato tridimensionale, rappresemdtigura 6.1.1 . Per ogni
stato tensionale, si calcolino le tensioni ideatt@do la teoria dellgyax
modificata, dellanax, € delLgist. In particolare, si verifichi se &€ garantita
la resistenza secondo g x modificata, con riferimento ad una allumina
con tensione di rottura di 350 MPa , e se € gdral#tiresistenza secondo
la maxed il Lgist, con riferimento al C40 , con tensione di snervatmeli
430 MPa . Per entrambi i materiali si calcoli ineltl relativo coefficiente
di sicurezza.
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6.2 Si consideri la lastra forata di Figura 6.2.1

, Soggetta a sforzo normale statico, e realizzata
in 16CrNi4 ed in C40 . Si vuole valutare il
coefficiente di sicurezza della lastra forata per
P=8000N,d=25mm w=40 mm ,s=3

mm .

6.3 Si considerino | tre stati tensional
affaticanti esistenti nei tre alberi rotanti di
Figura 6.3.1 , caratterizzati da una tensione di
Momento flettente all'inversione, da una
tensione  compressiva di Sforzo normale
statica, e da una tensione di Momento torcente
statica. Per ognuno dei tre stati tensionali
di Figura 6.3.1 , si vogliono calcolare le
tensioni ideali secondo la teoria dgllaxe del
Lgist - In particolare, si vuole verificare se e
garantita la resistenza a tempo infinito dei tre
alberi costruiti in 16CrNi4 ed in C40 , e si

vuole anche calcolare il coefficiente di sicurezza.

. — L
o T O ms ﬁmw o T
Sogs al He &gt
T T T
(a) (b) (<)
Figura 6.3.1
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6.4 Si considerino i quindici stati tensionali affatntiain stato piano di
tensione ed in stato tridimensionale, rappresemadtigura 6.4.1 . Per ogni
stato tensionale, si calcoli la tensione ideal®isdo la teoria ddl st , ed
il relativo coefficiente di sicurezza con riferimienal C40 , acciaio a
comportamento duttile coRs flessione= o,flessione= 430 MPa jny flessione
= 280 MPa g= =220 MPa jn,= 160 MPa..

6.5 Nella verifica a resistenza di una sezione di ommonente meccanico
realizzato in C40 , e stata impiegata la seguemtauia:

(7_8)2 N (ﬂj _1
280 160/  n?

Indicare sul quadrato elementare le tensioni ageehtii loro ciclo di fatica.

6.6 Nella verifica a resistenza di una sezione di ommonente meccanico
realizzato in C40 , e stata impiegata la seguemtauia:

(ﬁ)2+(£+£)2_;
280 160 220/  n?

Indicare sul quadrato elementare le tensioni ageehtii loro ciclo di fatica.

6.7 Nella verifica a resistenza di una sezione di umganente meccanico
realizzato in C40 , e stata impiegata la seguantaifla:

(7_0)2+(28j2+ 70 28 _ 1
280/ "\430) T 280430 n?

Indicare sul quadrato elementare le tensioni agehtl loro ciclo di
fatica. Discutere in particolare il segno + checpde il prodotto delle due
frazioni al primo membro.

6.8 Disegnare in assonometria I'equivalente del diagrami Westergaard,
vedi la Figura 2.1.6.2per il caso triassiale completo, per le varie ipote
di rottura statica.

6.9 Esaminare tutti i diagrammi di Goodman contenutguesto testo, e

determinare per quali diagramfg costituisce una buona approssimazione
della tensione di criticita all'origine.
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6.10 Si considerino le formule delle tensioni idealiagsiali affaticanti,
nelle quali si determina la tensione ideale deletipmedie e delle parti
alterne dei vari cicli di tensione. In un test@scenna ad un'altra possibile
formulazione:Formulas . . . can also be written by using the imann-
and minimum-stress components, but these will motyze the same
results. Inventarsi un esempio di stato tensionale tri¢essadfaticante,
calcolare dapprima il ciclo ideale affaticante vahdo, come al solito, la
tensione ideale delle parti medie e delle pargral, e successivamente
calcolando il ciclo ideale affaticante valutando témsione ideale delle
tensioni inferiori e delle tensioni superiori dearv cicli affaticanti.
Confrontare infine i risultati delle due procedure.

6.11 Si consideri l'eccentrico (1) di
| Figura 6.11.1, calettato sull'albero (2)

ﬁf@ tramite il tiro P esercitato da un
OA@ k= bullone dt'el guale e st.ato rappresentgto
soltanto l'asse. Tramite uno studio in

‘ tensione piana agli elementi finiti

. sull'effetto intaglio in prossimita del

punto A , si e calcolata in tale punto

una tensione ideale statica secondo

. Von Mises di 47 MPa. Quali
Figura 6.11.1 informazioni si possono dedurre da tale

dato sulla direzione e sul valore delle tensiom@pali in A?

6.12La seguente formula di tensione ideale e' correfipure contiene una
contraddizione? Commentare.

—_ 2 2 2
Oy = \/01 +0;-0,0,+3T;,

6.13 La seguente formula di tensione ideale non ricadie nformule
classiche. Infatti tale formula contiene una cadiaione. Commentare.

_ [2 2
Oy —\/01'*'202_0102

6.14 In una piastra realizzata in vetro, costituente allido in una
apparecchiatura per la sterilizzazione di strumeangdicali, si sono
calcolate, per un punto particolarmente sollecithdlba piastra, tre tensioni
principali di valori 45, 13, -72 MPa. Quanto vake tensione ideale nel
punto?

7 Libri contenenti capitoli sulla Tensione Ideale
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?disegno col caso triassiale e monodimensionale
Discutere i segni delle tensioni anche nei casii@éaticanti.

Si cita la Tabella 4.4.1 (e la Tabella 4.4.2) imiaunti di un esercizio.
Questa e la tabella dell'effetto intaglio. (1) Vettd che la tabella € nel
capitolo dell'effetto intaglio (2) va controllatonumero.

+Dire che il ciclo di fatica equivalente non pud&® valutato calcolando

la tensione ideale istante per istante, dato checigio di fatica
all'inversione diventerebbe all'origine.

+Dire che la sigam ideale & sempre positiva.

+mettere I'andamento dei piani di frattura. Selasaumax, non vuol dire
che si spacca a 45 gradi.

+JAEGER, J.C. and HOSKINS, E.R. (196R)ck failure under the confined
Bazilian testJournal of Geophysical Research, Vol. 71, n. 10. 2651-2659
.Un disco e schiacciato diametralmente, in modaréare tensioni trattive al
centro. E' una prova indiretta a trazione, nel senke si impone una
compressione al disco, ma in seguito a questa @s®iONe Si generano
tensioni trattive, piu pericolo se di quelle congwige, che quindi causano al
frattira della roccia. (cemento, marmo) Dertermioag della tensione di
frattura.

Since the stresses are inhomogeneous, stress gtade&ist which may
well affect failure .

+non puo venire condotto direttamente per via spamiale, dato che per
sollecitazioni triassiali si dovrebbe teoricamemptendere in esame gli
effetti di tutte le possibili combinazioni dellettensioni princilaly , 2,3

+Dire del gradiente di tensione, etak.
+dire che puo darsi che la tensione ideale noniegesisl senso che dipende
da troppi parametri, come il valore delle tensiedhil loro gradiente.

+1| test sullo stato idrostatico € meno importaiéé controllo sul rapporto
tra tensione critica a ed a dato che, come dgigmouno

+esercizio: disegnare Westergaard triassiale

+esercizio: determinare la differenza tra Rs e aigmgine dai diagrammi
sperimentali di Goodman.

+Citare tra i libri il Massa
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